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Les résultats d’algebre linéaire et de probabilités présentés ici sont utiles a la
compréhension des méthodes développées dans le cours de statistique mathéma-
tique. Dans ce fascicule sont rappelé des résultats connus et un résultat probabiliste
nouveau : le théoréme de Cochran. Ce théoréme sera détaillé durant le cours ma-
gistral de statistique mathématique et non dans le polycopié de ce cours.

Je remercie Jean Marc Bardet et Vincent Rivoirard pour avoir mis a ma dis-
position leurs notes de cours.



Chapitre 1
Rappels d’algebre linéaire

Ce premier chapitre a pour objet de rappeler les principaux éléments d’algébre
linéaire nécessaires pour I’étude des méthodes développées dans le cours de statis-
tique mathématique.

1.1 Rappels généraux sur les matrices

On ne considére que des matrices réelles. Pour toute matrice A, on note A7 la
matrice transposée de A. On note I la matrice identité.

Proposition 1 Si A et B sont deux matrices telles que le nombre de colonnes de
B correspond au nombre de lignes de A, on a : (AB)T = BTAT.

Définition 1 On dit qu’une matrice carrée A est inversible s’il existe une matrice
B telle que
AB=BA=1.

Dans ce cas, on note B = A1,

Proposition 2 Une matrice carrée A est inversible si et seulement si det(A) # 0.
Dans ce cas, on a :
-1 L s

- det(A)A ’

ot A est la comatrice de A. Par ailleurs, si A et B sont deuz matrices inversibles
de méme taille,

(AB) ™' =BtA™"

Définition 2 Soit A une matrice carrée. A est une valeur propre de A si et seule-
ment si det(A — XI) = 0. Un vecteur propre associé a la valeur propre \ est un
vecteur x non nul satisfaisant Ax = Ax.
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Définition 3 Soit A une matrice. Le rang de A est la plus petite des dimensions
des deux sous-espaces engendrés par les lignes et par les colonnes de A.

Proposition 3 Soit A une matrice possédant n lignes et p colonnes. On a :
1. 0 < rang(A) < min(n;p)
2. rang(A) = rang(AT)
3. rang(A) + dim(Ker(A)) = p (formule du rang)
4. rang(AAT) = rang(AT A) = rang(A)
5. pour p < n, si rang(A) =p (<= A injective), alors AT A est inversible
6. pour B matrice de p lignes et q colonnes, rang(AB) < min(rang(A); rang(B))

Définition 4 Soit A une matrice carrée. On note n le nombre de ses lignes (ou
de ses colonnes). La trace de A est définie par :

=1

Proposition 4 Soient A et B deux matrices carrées de taille n x n. On a :
1. Tr(A+ B)=Tr(A) +Tr(B)
2. Tr(AB) =Tr(BA)
3. Tr(AAT) =Tr(ATA) =371 Y70 aj
4. det(AB) = det(A) det(B)

1.2 Matrices symétriques réelles

Définition 5 Une matrice carrée A est dite symétrique si AT = A. On rappelle
également que A est orthogonale si AT = A~

Théoréme 1 Les valeurs propres d’une matrice symétrique sont toutes réelles.
De plus elle est diagonalisable dans une base orthonormale (BON) de vecteurs
propres : il existe U matrice orthogonale (formée par les vecteurs propres de A)
telle que

UTAU = D,

ou D est une matrice diagonale, la diagonale étant formée des wvaleurs propres
de A. En particulier, le rang d’une matrice symétrique correspond au nombre de
valeurs propres non-nulles.
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Définition 6 Une matrice carrée A est dite semi-définie positive si et seulement

pour tout vecteur x,
2T Az > 0.

Elle est dite définie positive si et seulement si pour tout vecteur x non nul,
2T Az > 0.

Proposition 5 Les valeurs propres d’une matrice semi-définie positive sont toutes
positives ou nulles, celle d’une matrice définie positive sont toutes strictement po-
sitives.

Théoréme 2 Soit A une matrice symétrique semi-définie positive. Alors il existe
une matrice I' symétrique telle que

A=T?=T1"T.
Preuve : Il suffit d’écrire A = UTDU et de poser I' = UT/DU on si

1

S
Il
%

1.3 Matrices de projections orthogonales

Définition 7 Une matrice P est une matrice de projection orthogonale si elle
vérifie P2 = P et PT = P. On rappelle que P est la projection sur Im(P) (paral-
lelement a Ker(P)).

On munit R? de la structure d’un espace de Hilbert avec le produit scalaire <
X,Y >= XY qui induit la norme || X|| = v XTX. On vérifie qu'une matrice de
projection orthogonale caractérise bien une projection orthogonale :
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Proposition 6 Une matrice de projection orthogonale P se caractérise par la pro-
PTIELE :

(Pu)"(y — Py) =0,  pour tout u et tout y.
De plus, I — P est la matrice de projection sur Ker(P).

Proposition 7 L’ensemble des valeurs propres de P est contenu dans {0,1}.

En particulier P est symétrique positive donc diagonalisable dans une BON UT PU =
D avec D diagonale contenant que des 1 ou des 0. Le nombre de 1 correspond au
rang de P.

Proposition 8 Pour toute projection orthogonale P de rang p il existe une BON
tel que P(X) = (z1,...,25,0,...,0) pour tout X = (z1,...,x,) exprimé dans cette
BON.



Chapitre 2

Rappels de probabilités

Ce chapitre a pour objet de rappeler des notions de probabilités utiles pour le
cours de statistique mathématique.

2.1 Rappels sur la théorie de la mesure

2.1.1 Mesures

Une mesure est une fonction positive de 1’ensemble (tribu) des événements A
d’un espace mesurable (2, A).

e Tribus

Dans toute la suite nous adoptons les notations standards :
—  est un ensemble (fini ou infini).
— P(£2) est 'ensemble de tous les sous-ensembles (parties) de (2.

Rappel 1 (Dénombrabilité) Soit E un ensemble. E est dit dénombrable s’il
existe une bijection entre E/ et N ou un sous-ensemble de N. Par exemple, un
ensemble fini, Z, D, Z x Z, Q sont dénombrables. En revanche, R n’est pas dé-
nombrable.

Définition 8 Soit une famille F de parties de Q0 (donc F C P(Q2)). On dit que
F est une algebre si :

- Qe F;

~ lorsque A € F alors le complémentaire A° = A = (Q\ A) appartient o F ;

— pour tout n € NT | lorsque (Ay, -+ , A,) € F" alors la réunion A,U---UA, €
F.
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Définition 9 Soit une famille A de parties de Q0 (donc A C P(Q)). On dit que
A est une tribu (ou o-algébre) sur Q si :

- Qe A;

~ lorsque A € A alors A° € A;

— pour I C N, lorsque (A;)ier € A" alors | J;o; Ai € A.

Tout sous ensemble A de €2 élément de la tribu A est appelé un événement.

Propriété 1 Avec les notations précédentes :
1. 0 e A;
2. si A et B sont dans la tribu A, alors AN B est dans A ;

3. si Ay et Ay sont deux tribus sur S, alors Ay N Ay est une tribu sur €2 . Plus
généralement, pour I C N, si (A;)ier ensemble de tribus sur €2, alors (,c; A
est une tribu sur €2 ;

4. si Ay et Ay sont deux tribus sur Q, alors A; U Ay n'est pas forcément une
tribu sur €.

Définition 10 Si £ est une famille de parties de Q2 (donc € C P(Q2)), alors on
appelle tribu engendrée par €, notée o(E), la tribu engendrée par lintersection de
toutes les tribus contenant € (on peut faire la méme chose avec des algebres).

La tribu engendrée est la “plus petite” tribu (au sens de I'inclusion) contenant la
famille £.

Rappel 2 (Topologie)
— Un ensemble ouvert U dans un espace métrique X (muni d’une distance
d) est tel que pour tout x € U, il existe r > 0 tel que B(z,r) C U ou
B(z,r) ={y € X; d(z,y) <r}.
— On dit qu’un ensemble dans un espace métrique X est fermé si son complé-
mentaire dans X est ouvert.

Une tribu naturelle est celle engendrée par les ensembles ouverts (et donc fermés) :

Définition 11 Soit Q) un espace métrique. On appelle tribu borélienne sur €2, no-
tée, B(R2), la tribu engendrée par les ouverts de Q2. Un ensemble de B(Q2) est appelé
borélien.

e Espace mesurable

Lorsque €2 est un ensemble et .4 une tribu sur €2 on dit que (€2, .4) est un espace mesurable.
Quand on s’intéressera aux probabilités, on dira de méme que (£2,.A) est un
espace probabilisable.
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Propriété 2 Si(€;, A;); sontn espaces mesurables, alors un ensemble élémentaire
de Q =y X ---x €, est une réunion finie d’ensembles Ay X - -+ X A,, appelés pavés
ou cylindres, o chaque A; € A;. L’ensemble des ensembles élémentaires est une
algebre et on note 41 @ - @ A, = Q. A; (on dit Ay tensoriel Ay ... tensoriel
A,,) la tribu sur Q2 engendrée par ces ensembles élémentaires.

Définition 12 On appelle espace mesurable produit des (£2;,.A;); ’espace mesu-
rable (H Q;, ®Al)
i=1 i=1

Il et désormais temps de définir ce qu’est une mesure :

Définition 13 Soit (€2, A) un espace mesurable. L’application p : A — [0, 4+00]
est une mesure si :

- () =0.
— Pour tout I C N et pour (A;)ier famille disjointe de A (telle que A;UA; =)

pour i # j), alors p (U AZ) = Z,LL(Ai) (propriété dite de o-additivité).
iel iel
Une mesure pondére les événements. Avec les notations précédentes :

— Si u(Q2) < +o0, on dit que p est finie.

— Si p(2) < M avec M < +o0, on dit que p est bornée.

— Si u(Q2) =1, on dit que g est une mesure de probabilité.

Définition 14 Si(2,.A) est un espace mesurable (resp. probabilisable) alors (€2, A, 1)
est un espace mesuré (resp. probabilisé quand u est une probabilité).

Sur (€2, A), on peut définir une infinité de mesures. Elles ont toutes les propriétés
suivantes :

Propriété 3 Soit (0, A, 1) un espace mesuré et (A;)ien, une famille de A.
1. Si Ay C Ay, alors u(Ay) < p(Az).

2. Si u(Ay) < 400 et p(As) < 400, alors pu(Ay U Ag) + (A N Ag) = pu(Ay) +
11(As).

3. Pour tout I C N, on a (U Ai> < Z,u(AZ-).
i€l i€l
4. St A; C Aiyq pour tout i € N (suite croissante en sens de l'inclusion), alors
(1(Apn))nen est une suite croissante et <U AZ) = ‘liin w(A;) (méme si
1—+00
ieEN

cette limite est +00).



10 CHAPITRE 2. RAPPELS DE PROBABILITES

5. 81 Aiyy C A; pour tout i € N (suite décroissante en sens de l'inclusion) et
1(Ag) < +oo, alors (u(An))nen est une suite décroissante convergente telle

que [ ﬂ Ai> = lim p(4;).

i——+00
iEN

Définition 15 Soit (2, A, u) un espace mesuré et (A;)ien une famille de A.
1. On définit la limite supérieure des événements limsup(A,,), = ﬂ U A

neN m>n
Intuitivement, limsup(A,,), est l'ensemble des w € Q) tels que w appartienne

a une infinité de A,.
2. On définit la limite inférieure des événements liminf(A,), = U ﬂ A,,.
neN m>n
Intuitivement, liminf(A,), est ’ensemble des w € ) tels que w appartienne
a tous les A,, sauf a un nombre fini d’entre eux.

On vérifie que limsup et liminf sont des événements vérifiant p(limsup(A4,),) =
lim (U, >, Am) et p(liminf(A,),) = lim pu(),,>, Am) les limites étant bien défi-
nies car portant sur des suites décroissantes et croissantes d’événements. Ci-dessous
un résultat utile a la définition de la mesure de Lebesgue sur R, R",...

Théoréme 3 (Théoréme d’extension de Hahn - Caratheodory) Si ) est
un ensemble, F une algébre sur Q), et v une application de F dans [0, 400] additive
(telle que v(AUB) = v(A)+v(B) pour AUB = ()), alors si A est la tribu engendrée
par F, il existe une mesure U sur la tribu A qui coincide avec v sur F (c’est-a-dire

—

que pour tout F' € F, v(F) =v(F)). On dit que v prolonge v sur la tribu A.
Définition 16 Soit (2, A, u) un espace mesure.
1. Pour A € A, on dit que A est p-négligeable si 1(A) = 0.

2. Soit une propriété P dépendant des éléments w de 2. On dit que P est vraie
p-presque partout (u-presque sirement (p.s.) sur un espace probabilisé) si
I’ensemble des w pour laquelle elle n’est pas vérifiée est p-négligeable.

Ainsi la propriété “ la suite de fonction f,(xr) = x™ converge vers la fonction
f(z) = 07 est vraie A-presque partout sur [0, 1].

e Fonctions mesurables

Soit f: E+— F,ou E et F sont 2 espaces métriques.
— Pour I C F, on appelle ensemble réciproque de I par f, 'ensemble f~1(I) =
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~ (f continue) <= (pour tout ouvert U de F alors f~'(U) est un ouvert de

— Onnote f~}(Z) I'ensemble de sous-ensembles de 2 tel que f~(Z) = {f~1(1),] €
7},

— Soit (€2, A’) un espace mesurable et soit f : Q > . Alors f~!(A) est une
tribu sur €2 appelée tribu engendrée par f.

Définition 17 Soit (2, A) et (¥, A’) deuz espaces mesurables. Une fonction f :
Q +— Q est dite mesurable pour les tribus A et A’ si et seulement si f~1(A") C A
(donc si et seulement si VA" € A, alors f~1(A)) € A).

Par exemple, les fonctions indicatrices d’événements et les combinaisons linéaires
de telles fonctions indicatrices sont mesurables. Dans le cas ot (£2,.4) est un espace
probabilisable, et si f : 2 — R, alors si f est une fonction mesurable pour A
et B(R), alors f est une variable aléatoire. Dans le cas ou (£2,.4) est un espace
mesurable, et si f : Q — (Q,B()), on ' est un espace métrique et B()
I’ensemble des boréliens ou tribu borélienne de €2, si f est une fonction mesurable
sur A et B(€Y), alors f est dite fonction borélienne.

Proposition 9 Soit (2, A) et (V, A") deux espaces mesurables et f : Q — Q.
Soit F une famille de sous-ensembles de Y telle que o(F) = A", Alors

1. f7YF) engendre la tribu f~(A).

2. (f mesurable) <= (f~Y(F) C A)

En particulier si (€2, 4) et (€2, A") sont deux espaces mesurables boréliens, alors
toute application continue de 2 — € est mesurable. De plus, pour montrer qu’une
fonction f : €2 — R est mesurable, il suffit de montrer que la famille d’ensemble
({w e flw) <a})per € A

Propriété 4
1. Soit f mesurable de (Q, A) dans (¥, A’) et g mesurable de (¥, A’) dans
(Q", A"). Alors gof est mesurable pour A et A'.

2. Soit fi mesurable de (2, A) dans (1,.A1) et fo mesurable de (Q,A) dans
(Qa, Ay). Alors h : Q — Qq xQy telle que h(w) = (f1(w), fo(w)) est mesurable
pour A et A1 ® As.

3. Soit (fu)nen une suite de fonctions mesurables de (2, A) dans (£, B(2)),
ou Y est un espace métrique, telle qu’il existe une fonction f limite simple
de (fn) (doncVw € Q, lim f,(w) = f(w)). Alors f est mesurable pour A et

n—oo

B(Y).



12 CHAPITRE 2. RAPPELS DE PROBABILITES

Définition 18 Soit f mesurable de (2, A, ) dans (¥, A') et soit py : A —
[0, +00] telle que pour tout A" € A', on ait us(A") = pu(f~H(A")). Alors g est une
mesure sur (', A") appelée mesure image de p par f.

Si o est une mesure de probabilité et si X est une variable aléatoire alors px est
la mesure (loi) de probabilité de la variable aléatoire X.

e Cas des fonctions réelles mesurables

Propriété 5 1. Soit f et g deux fonctions réelles mesurables (de (2, A, 1) dans
(R,B(R))). Alors a.f, f+g, min(f, g) et max(f, g) sont des fonctions réelles
mesurables.

2. Soit (fn)nen une suite de fonctions réelles mesurables. Alors inf(f,,) et sup(fn)
sont des fonctions réelles mesurables.

Définition 19 Soit f : Q@ — R. Alors [ est dite étagée s’il existe une famille
d’ensembles disjoints (A;)1<i<n de 2 et une famille de réels (a;)1<i<n telles que

pour tout w € Q, on ait f(w) = Z a;la, (w).
i=1

Si les A; sont tous dans A tribu sur 2, alors f est A-mesurable.

Théoréme 4 Toute fonction réelle mesurable & valeurs dans [0, +o0] est limite
simple d’une suite croissante de fonctions étagées.

On en déduit que si f une fonction réelle mesurable. Alors f est limite simple de
fonctions étagées. Pour des calculs sur les fonctions mesurables, il suffit donc de
calculer sur les fonctions étagées puis de passer a la limite. C’est la méthode de
Lebesgue dans le cas de 'intégration.

2.1.2 Intégration de Lebesgue

Dans toute la suite, on considére (£2,.4, 1) un espace mesuré. On procéde par
étape pour définir I'intégrale de Lebesgue. L’intégrale de Lebesgue d'une fonction
positive est définie a partir de I'intégrale des fonctions indicatrices et du passage
a la limite via les fonctions étagées :

1. Soit f =14, 0ou A € A. Alors :

[ fan= / F(@)dp(w) = p(A).
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2. Soit f =14, 00 A€ Aetsoit B e A Alors :

[ tin= [ s)in) = [ana) @) = nan B)

n
3. Soit f une fonction étagée positive telle que f = Z a;l,,, oules A; € Aet
i=1
a; > 0 et soit B e A. Alors :

/B fdu= / F(@)dp(w) = / 15()f()du(w) = 3 (41 B).

Définition 20 Soit f une fonction A-mesurable positive et soit B € A. Alors
l’intégrale de Lebesgue de f par rapport a u sur B est :

/ fdu= /IB(w)f(w)d,u(w) = sup {/ gdu, pour g étagée positive avec g < f} :
B B
Propriété 6 Soit f une fonction A-mesurable positive et soit A et B € A. Alors :
1. Pour c >0, / cfd,u—c/ fdu.
B B
2. Si ACB, alors/fdp,g/fd,u.
A B

3. Si g est A-mesurable telle que 0 < f < g alors 0 < / fdu < / gdu.
B B

4. Si pu(B) =0 alors / fdu=0.
B

Théoréme 5 (Théoréme de convergence monotone (Beppo-Lévi)) Si(f,)n
est une suite croissante de fonctions mesurables positives convergeant simplement
vers f sur €2, alors :

i (f ) = [ st = [ i

En particulier pour les séries de fonctions mesurables positives, on peut toujours
appliquer le Théoréme de convergence monotone et donc inverser la somme et
I'intégrale.

Lemme 1 (Lemme de Fatou) Soit (f,), est une suite de fonctions mesurables

positives alors :
/ (lim inf fn) dp < lim inf/fnd,u.
n—oo n—oo
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e Intégrale de Lebesgue d’une fonction réelle et propriétés

Définition 21 Soit (2, A, ) un espace mesuré, B € A et soit f une fonction
mesurable & valeurs réelles telle que f = f+ — f~ avec fT = max(f,0) et f~ =

max(—f,0). On dit que f est u-intégrable sur B si / |f]dp < +00. On a alors
B

/deu=/3f+du—/3f—du.

Lorsque f est p-intégrable sur €2, soit / |fldu < 400, on note f € LY, A, 1) (on

dit que f est £!). On a les propriétés de linéarité et de monotonie de I'intégrale :
soient f et g € L}(Q, A, u). Alors :

L [(af +89)du=a [ fau+5 [ gdnpour (a.5) € B2

2. Sifggalors/fd,ug/gd,u.

Théoréme 6 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) Soit (f,),
une suite de fonctions de L'(Q, A, ) telles que pour tout n € N, |f,| < g avec
g € LY, A, ). Sion suppose que (f,) converge simplement vers f sur Q2 alors :

lim [ f.dp= /fdu.
n—oo

On peut étendre le Théoréme de Lebesgue dans le cas ou (f,), converge presque
partout vers f.

Théoréme 7 (Inégalité de Jensen) Soit (2, A, P) un espace probabilisé, soit

¢ : R — R une fonction convexe et soit f : Q) — R mesurable telle que ¢(f) soit
une fonction intégrable par rapport a P. Alors :

o [ £ar) < [otnar

e Mesures induites et densités
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Théoréme 8 (Théoréme du Transport) Soit f une fonction mesurable de (2, A, )
dans (U, A") telle que py soit la mesure induite par f (donc up(A') = p(f~H(A"))
pour A" € A') et soit ¢ une fonction mesurable de (£, A") dans (R, B(R)). Alors,
sigpofe LA p),

[ odus= [ oo ran

Définition 22 Soit et v deux mesures sur (§2, A). On dit que ;1 domine v (ou v
est dominée par ) et que v est absolument continue par rapport a p lorsque pour

tout A€ A, u(A) =0 = v(A) =0.

Soit (92, A, 1) un espace mesuré et f une fonction définie sur (£2,.4) mesurable et
positive. On suppose que pour A € A, v(A) = [, fdu. Alors, v est une mesure sur
(Q,.A), dominée par p. De plus, pour toute fonction g définie sur (2,.4) mesurable

et positive,
/gdl/:/g.fdu.

Enfin, g est v intégrable si et seulement si g.f est p intégrable.

Définition 23 On dit que p mesure sur (S0, A) est o-finie lorsqu’il existe une
famille (A;)icr, avec I dénombrable, d’ensembles de A telle que |JA; = Q et
p(A;) < 400 pour touti € I.

Théoréme 9 (Théoréme de Radon-Nikodym) On suppose que p et v sont
deuzx mesures o-finies sur (€, A) telles que p domine v. Alors il existe une fonction
f définie sur (Q,.A) mesurable et positive, appelée densité de v par rapport 4 p,

telle que pour tout A € A, v(A) = / fdu.
A
Théoréme 10 (Théoréme de Fubini) Soit Q = Q1 x Oy, A = A; @ As et

po= p1 ® po (mesures o finies), o (1, A1, pn) et (Qg, Aa, u2) sont des espaces
mesurés. Soit une fonction f: Q+— R, A-mesurable et p-intégrable. alors :

/Qfdu = /Q1 < QQf(WlaM)sz(M)) dpn (wr) = /Q2 ( o f(w1,w2)dul(w1)) dpz(w2).

e Espaces L? et [P pour 0 < p < o0

Soit (€2,.A, ) un espace mesuré. On appelle espace LP(£2, A, 1), ot p > 0, l'en-
semble des fonctions f :  — R, mesurables et telles que [|f|Pdu < +oc. Pour
feLr(Q,A ), onp>0,on note || f|, = (f |f\pdu)1/p. Pour p = +00 on définit
| fllco = essupgq|f| le supremum essentiel de f tel que || f||o > |f(w)| pour presque
tout w € Q. Alors pour tout f mesurable, f € L>2(Q, A, u) lorsque || f||lo < 0.
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1 1
Propriété 7 (Inégalité de Holder) Soit p > 1 et ¢ > 1 tels que — + — =1, et
p 4q
soit f € LP(Q, A, ) et g € LI, A, ). Alors, fge LY, A, pu) et

1F gl < [1£11p-llglly-

Propriété 8 (Inégalité de Minkowski) Soitp > 1 et soit f et g € LP(, A, ).
Alors, f+g € LP(Q A, ) et

1+ gllp < [1fllp+ llgllp-

Pour p > 1, ||.||, définit ainsi sur une semi-norme sur £P(2, A, ). Pour ob-
tenir une norme, on se place dans l'espace LP(2, A, 1) obtenu en “quotientant”
LP(Q, A, 1) par la relation d’équivalence f = g p-presque partout (c’est-a-dire que
dans LP(Q2, A, i) on dira que f = g lorsque f = g p-presque partout).

Pour f et g € L*(Q, A, u), on définit le produit scalaire < f,g >= [ f.gdpu.
On muni ainsi L*(2, A, p) d’une structure d’espace de Hilbert. On dira que f est
orthogonale & ¢ lorsque < f,g >= 0. Si A est un sous-espace vectoriel fermé
de L*(Q, A, 1) (par exemple un sous-espace de dimension finie), alors pour tout
f e L3, A, u), il existe un unique projeté orthogonal de f sur A, noté Pa(f),
qui vérifie Ps(f) = Arg;g‘ lg — fllz2-

2.2 Applications de la théorie de la mesure et de
I’intégration en Probabilités

2.2.1 Espérance de variables aléatoires

Soit X une variable aléatoire (v.a.) sur (2,.4, P) un espace probabilisé. Pour
tout 0 < p < oo, X € LP(Q, A, P) lorsque [|X|PdP < oo cest a dire lorsque
[ |z|PdPx (x) est fini. Alors si X € L*(Q, A, P), on définit 'espérance de X par
le nombre EX = [ XdP = [ zdPx(x). Plus généralement, si ¢ : R — R est bo-
rélienne et si ¢(X) € L'(Q2, A, P), on définit espérance de ¢(X) par E(¢(X)) =
[ o(X)dP = [ ¢(x) dPx(x).

Si X est une variable aléatoire sur (2, A, P), si ¢ : R — R est borélienne telle
que ¢(X) € LY, A, P), et si Py est la mesure de probabilité¢ de X alors :

E(p(X)) = /R o) dPy (2).
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Si Py est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue (donc X est
une v.a. dite continue) alors elle admet une densité fy, alors E(¢(X)) = [ o(x) fx (z)dz.
Si Py est absolument continue par rapport a la mesure de comptage sur N (donc
X est une v.a. dite discrete), de densité px, alors E(¢(X)) = > oo, px(@r) d(z).

Propriété 9
1. Soit X et'Y des variables aléatoires telles que X et Y € LY (2, A, P). Alors
pour tout (a,b) € R%, aX +bY € L*(Q, A, P) et

E(aX + bY) = aEX + bEY.

2. Soit X une variable aléatoire sur (2, A, P), et soit A € A. Alors E(I14(X)) =
P(X € A).

3. Soit X et'Y des variables aléatoires telles que X € LP(Q, A, P) et Y €
LYQ,AP) avec 1/p+1/g=1etp>1,q>1. Alors XY € L'(Q, A, P) et

EIXY| < (EIX]")"/P(E[y]7)".

4. Soit X et'Y des variables aléatoires telles que X et Y € LP(Q, A, P), avec
p>1. Alors X +Y € LP(Q, A, P) et

(EIX +YP)" < (BIXP)7 + (E]Y )7,

5. Soit X une variable aléatoire telle que X € LP(Q, A, P) pour p > 0. Alors
pour tout 0 <r <p, X € L"(Q, A, P) et

(EIX|)Y" < (BIX[P)YP.

6. Si X est une variable aléatoire sur (2, A, P), si ¢ : R — R est une fonction
borélienne conveze telle que X et ¢(X) € L1 (Q, A, P), alors

E(¢(X)) = ¢(EX).

Définition 24 Pour X etY des variables aléatoires telles que X etY € L*(Q2, A, P),
on définit la covariance de X etY par

Cov(X,Y)=E[(X —EX)(Y —EY)];

On appelle variance de X, Var(X) = Cov(X,X) = E[(X —EX)?]. D’apres la
formule de Huygens, Var(X) = E(X?) — (EX)2.

Sur L*(Q, A, P), Cov (.,.) définit un produit scalaire. De plus
|Cov (X, Y)|* < Var (X)Var (V).

Il est souvent utile d’utiliser une espérance pour controler une probabilité via le
résultat :
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Proposition 10 Soit g une fonction paire, positive et croissante sur [0, 400].
Alors pour toute v.a. X et e >0

P(|X|>e€) < )

Les inégalités suivantes sont des conséquences immédiates de la Proposition 10 :
— Inégalité de Markov : Soit X une v.a. et € > 0. Alors pour r > 0

|r

E|X
P(X| > ¢) < 'd

— Inégalité de Chebychev : Soit X une v.a. d’espérance finie u et de variance
finie 02, et € > 0. Alors

02

P(X —pl>¢) < .

2.2.2 Fonction de répartition et quantiles d’une loi de pro-
babilité

Il y a une correspondance bijective entre la connaissance de Py et celle de la
fonction de répartition Fiy(z) = Px(] — 0o, z]). La fonction de répartition permet
également de définir les quantiles qui sont essentiels a la construction d’intervalles
de confiance et de test.

Soit a € [0,1]. Des propriétés de la fonction de répartition, on en déduit qu’il
existe z, € R, tel que :

lim Fx(r) <a < Fyx(r,). (2.1)

Soit I, = {z, € R tel que x, vérifie (2.1)}. On appelle quantile (ou fractile, ou
percentile en anglais) d’ordre a de la loi Py, noté ¢, le milieu de U'intervalle I,.
Evidemment, lorsque X admet une distribution absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue, ¢, = F'y Ya), on F " ! désigne la fonction réciproque de F.

Trois cas particuliers sont a connaitre :
1/ pour a = 0.5, qo5 est appelé la médiane de Py ;

2/ pour a = 0.25 et aw = 0.75 (respectivement), g5 €t go.o5 sont appelés premier
et troisiéme quartile (respectivement) de Py.

3/ pour @ =0.1,...,0.9, on parlera de décile de Px.
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2.2.3 Indépendance

Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé.

— Soit (A;)ie; une famille dénombrable d’événements de A. On dit que les
événements (A;);c; sont indépendants si et seulement si pour tous les sous-
ensembles finis K C I,

P (ﬂ Ai) =[] P4).

€K €K

— Soit (A;)ier une famille de sous-tribus de A (donc pour tout ¢ € I, A; C A).
On dit que les tribus (A4;);c; sont indépendantes si et seulement si pour tous
les sous-ensembles finis K C I, et pour tous les événements A, € A, avec
k € K, les Ay sont indépendants.

— Soit (X;);er des variables aléatoires sur (€2,.A) a valeurs dans (R, B(R)).
On dit que les v.a. (X;);er sont indépendantes si et seulement si les tribus
engendrées (X, *(B(R)))ic; sont indépendantes.

Proposition 11 Si (X, -, X,,) sont des variables aléatoires sur (2, A, P). Alors

n
les (X;) sont indépendantes si et seulement si Px, ... x,) = ® Px,.
i=1

Proposition 12 Si (X;);c; sont des variables aléatoires indépendantes sur (2, A, P).
Alors les (X;) sont indépendantes si et seulement si pour tout J C I, J fini, pour
toutes fonctions boréliennes (g;)jes telles que g;j(X;) soit intégrable, alors

E (H gj(Xj)) = HE(gj(Xj))-

Lemme 2 (Lemme de Borel-Cantelli) Soit (A,)nen une suite d’événements
sur (2, A, P).

1. Si ZP(An) < 400 alors P(limsup A,,) = 0.

2. Siles (A,) sont indépendants, Z P(A,) = +o0 implique que P(limsup A,) = 1.

2.2.4 Principales lois de probabilités

On rappelle que la fonction Gamma est telle que I'(a) = / 2% 1. e pour
0
a > 0.
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e Lol uniforme discréte

C’est la loi de probabilité discréte a valeurs dans {z1,...,z,} telle que
PX =) =
=x;) = —.
n
1 1
On alors : EX = —(2; + ... +x,) et Var(X) = — (2% +... +22) — (EX)*
n n

e Loi de Bernoulli

C’est la loi de probabilité discréte notée B(p) a valeurs dans {0, 1} telle que
P(X=1)=p et P(X=0)=1-p.
On alors : EX =p et Var(X) =p(1 —p).

e Lol Binomiale

C’est la loi de probabilité discréte notée B(n,p) a valeurs dans {0,1,...,n} telle
que
PX =k =CF.-p" - (1—p)"* pourke{0,1,...,n}

Omn alors : X = Xj + -+ + X,,, ou (X;) est une suite de v.a. iid de loi B(p), d’on
EX -pet Var(X) - p(1—p).

e Loi de Poisson

C’est la loi de probabilité discréte notée P(6) a valeurs dans N telle que

k
P(X:k:):%-e_e pour k € N.

On alors EX =0 et Var(X) = 0.

e Loi Uniforme sur [a, b

Cette loi est généralement notée U([a,b]), o —oco < a < b < co. Cest la loi de
probabilité a valeurs dans [a, b] de densité par rapport a la mesure de Lebesgue :

1

fx(z) = b—a Locfab)-

b b—a)?
+aet Var(X):( 12@) :

On a alors EX =
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e Loi Gamma

Cette loi est généralement notée v(p, ), ou p > 0 et 6 > 0. C’est la loi de proba-
bilité a valeurs dans R de densité par rapport a la mesure de Lebesgue :

o 0 1
0 o
e P Lper,

On a alors EX = % et Var(X) = %

Si X ~7(p,0) et Y ~ ~(q,0) avec X et Y indépendantes et p > 0 et ¢ > 0, alors
X+Y ~~(p+4q,0).

e Loi Exponentielle

Pour p = 1, la loi y(p,0) est appelée loi exponentielle de paramétre § > 0 et
est notée £(0).

e Lol Béta

Cette loi est généralement notée B(p,q), ou p > 0 et ¢ > 0. C’est la loi de proba-
bilité & valeurs dans [0, 1] de densité par rapport a la mesure de Lebesgue :

I'(p)I'(q)
L(p+q)

a1 — )t
) =500

B(p+1 :
Blp+1q) et Var(X) = 2]9 a :
B(p, q) P+a)?P+q+1)
Si X ~7(p,0) et Y ~ ~(q,0) avec X et Y indépendantes et p > 0 et ¢ > 0, alors

~ B(p,q).

: 11‘6[0,1}7 ou B(p7 q) =

On a alors EX =

X+Y

e Loi Normale (ou Gaussienne) centrée réduite

Cette loi est généralement notée N(0,1). C’est la loi de probabilité a valeurs dans
R de densité par rapport & la mesure de Lebesgue :

fx(z) = \/12—7TeXp (—%2) :

E(X)=0 et Var(X)=1.

e Loi Normale (ou Gaussienne) de moyenne m et de variance o?
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Si Z suit la loi N(0,1), X = m + 0Z suit par définition la loi N(m,c?), loi
normale d’espérance m et de variance 0. La densité de X est donnée par :

Felo) = <o (—%) |

A partir de la loi gaussienne, on peut en déduire les lois suivantes.

e Loi du x? A n degrés de libertés

Soit Xy, -+, X,, n variables aléatoires indépendantes de loi A/(0,1), alors
S=Xi+-+X;
suit une loi du x? a n degrés de libertés, loi notée x*(n). Cette loi est a valeurs dans

R,, d’espérance n et de variance 2n. C’est aussi la loi Gamma y(n/2,1/2), c’est-
a-dire que X ~ x?(n) admet pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue :

1 x
- - ,.mf2-1 el
@ = g e (g) Lo

e Loi de Student & n degrés de libertés

La loi de Student a n degrés de liberté, notée T'(n), est la loi du quotient

N
Vv S/n

ou N suit une loi N(0,1) et S suit une loi x*(n), N et S étant deux variables
aléatoires indépendantes. Il est également possible de déterminer la densité d’une
telle loi par rapport a la mesure de Lebesgue, a savoir,

. p2 ~(H)/2
@) = B ) (1 * 5) ’

['(a) - I'(b)
I'(a+0)
Remarque : Par la loi des grands nombres, plus n est grand, plus S est proche

de son espérance qui vaut n. Le dénominateur est donc proche de 1. Il s’ensuit que
la loi T'(n) est d’autant plus proche d’une loi normale que n est grand.

ou la fonction Beta est telle que B(a,b) = pour a > 0 et b > 0.
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e Loi de Fisher a n; et ny, degrés de liberté

Soit S et S, deux variables aléatoires indépendantes de loi respectives x2(n;)
et x?(ng). Alors par définition :

Sl/nl
F="21"
Sg/ng

suit une loi de Fisher a n; et ny degrés de liberté, notée F(ny,ny). Si F' ~ F(nq,ns),

Ny 2n3(ny + ny — 2)
1 E(F) = 1 > 2 et Var(F) =
alors E(F') E— orsque mg et Var (F) Y P p—
ny > 4. De plus, si T suit une loi de Student T'(n), alors T2 suit une loi de
Fisher F'(1,n)

lorsque

Remarque : Par les mémes considérations que précédemment, la loi F' est d’au-
tant plus proche de 1 que les degrés de liberté ny et ny sont grands.

2.2.5 Caractérisations d’une densité

e Méthode de la fonction muette

Soit I’ensemble C,. des fonctions continues & support compact. Alors on vérifie
que C. est dense dans LP(2, A, P). On en déduit

Proposition 13 La loi P de X est caractérisée par l'ensemble {E(p(X)) /| ¢ €
C.}.

On en déduit la méthode de la fonction muette : si X admet une densité fx alors
on identifie pour tout ¢ € C. la densité fy de Y = ¢g(X) dans 'expression de
E(¢(Y)) en faisant le changement de variable y = g(z) :

E(p(g(X)) = / o(9(2)) fx (2)dz / e @l )y

valable lorsque ¢ est un C!-difféomorphisme. On obtient ainsi

Fr) = fx@ W)lg ™ ()|  pourye f(R).

e Support, modes et symétrie
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Définition 25 Le support S d’une densité f (> 0) est l'ensemble des réelles ot
la densité est non nulle :

S={xeR/ f(x) > 0}.
Définition 26 L’ensemble des modes d’une densité f vaut

argmax f(z) = {z € R / Yy € R, f(z) = f(y)}.

Cet ensemble peut étre vide. Si f est telle que son support S soit un compact ou
R en entier, alors ’ensemble des modes est non vide. Si f n’a qu’un mode, i.e.
dlzg € R tel que Yy # x¢ on ait f(xg) > f(y), alors la loi correspondante est
unimodale. Si f a plusieurs modes, la loi est multimodale.

Exemple 1 Les lois Gamma (avec p > 1), Béta (avec p > 1, ¢ > 1), Normale
et Student sont unimodales. La loi Uniforme sur [a,b] est multimodale. La loi
Ezxponentielle n’a pas de mode.

Définition 27 Une variable X est symétrique lorsque X et —X ont méme loi.

Lorsque X admet une densité fx, alors fx est symétrique par rapport a ’axe des
ordonnées, i.e. ¢c’est une fonction paire, ssi X est symétrique. Si X est symétrique,
alors sa fonction de répartition satisfait Fix(x) =1 — Fx(—z) pour tout = € R et
ses quantiles satisfont ¢, = —¢1_, pour tout 0 < o < 1.

2.2.6 Vecteurs aléatoires
Lois isotropes

Définition 28 On dit que X est un vecteur aléatoire sur (S0, A, P), un espace
probabilisé, si X est une fonction mesurable de (2, A) dans (R?, B(R?)).

Lorsque X un vecteur aléatoire sur (2, .4, P) a valeurs dans R?, la loi (ou mesure)
de probabilité de X, Py, est définie de facon univoque a partir de la fonction de répartition
de X, telle que pour = = (z1,--- ,24),

d d

Fx(z) = Px([]] = 00, i) = P(X € []] = o0, 2:)).

i=1 i=1

Propriété 10 Soit X un vecteur aléatoire sur (Q, A, P) a valeurs dans RY. On
suppose que X = (Xy,---,Xy). Alors les X; sont des variables aléatoires sur
(Q, A, P), de fonction de répartition

Fx,(x;) = zlliﬂ}roo Fx(zy, -+, 24, ,Tq).
J

J#
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Les mesures de probabilités Px, déterminées de fagon univoque & partir des F,
sont appelées lois marginales de X .

On se place maintenant dans la base canonique orthonormale de R?. Si Z est un
vecteur aléatoire a valeurs sur R?, on définit E(Z), le vecteur dont les coordonnées

sont les espérances des coordonnées de Z. Ainsi, si dans la base canonique de R,
_ T
Z_<Zl7”'7Zd) )

Z E(Z,)
EZ)=E[ : |= :
Zyq E(Zy)
De la méme maniére, on définira I'espérance d’'une matrice dont les coordonnées

sont des variables aléatoires par la matrice dont les coordonnées sont les espérances
de chacune de ces variables aléatoires.

Ceci nous permet de définir la matrice de variance-covariance de Z de la maniére
suivante :

Var (Z) =E [(Z - E(2))(Z - E(2))"]
donc si Z = (Zy,-++,Zy)7,

7 Var (Z,)  Cov(Zy,Z,) --- Cov(Z1,Zy)
Var : COV(Z'l, ZQ) Var (ZQ) COV(Z.Q, Zd)
Zd Cov(Zy,Zq) Cov(Zs, Zg) -+ Var(Zy)

matrice (d,d) dont les éléments diagonaux sont les variances et les éléments non
diagonaux sont les covariances des coordonnées de Z (remarquons que la variance
de Z; est aussi la covariance de Z; et de 7).

On vérifie également le résultat suivant : si C' est une matrice (p, d) & coordonnées
constituées de réels constants et si Z est un vecteur aléatoire a valeurs dans R,
alors C'Z est un vecteur de taille p de matrice de variance-covariance

Var (CZ) = C Var (Z)C?.
En particulier, si p vaut 1, alors C' = h ot h est un vecteur de taille d, et :
Var (h! Z) = h* Var (Z)h.

Notez que cette derniére quantité est un scalaire.
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D’aprés ce qui précede, la loi d'un vecteur gaussien X peut dépendre de la
BON dans lequel on 'exprime (autrement dit PX n’a pas la méme loi que X pour
P orthogonal). Le choix de la BON étant arbitraire, pour éviter cette difficulté
(qui n’apparait que dans le cas multidimensionnel) nous étudions

Définition 29 Un vecteur aléatoire suit une loi isotrope si sa loi est la méme
quelque soit la BON choisie.

Vecteurs gaussiens et théoréme de Cochran

Définition 30 Un vecteur gaussien Y a valeurs dans RY (non dégénéré), d’espé-

rance i € R et de matrice de variance-covariance Y% (symétrique définie positive)
suit la loi notée Ny(u, X?) et admet la densité

) —d/2
o) = S e (- 62 =)

pour y € R, et avec det(X) le déterminant de la matrice ¥ = V32,

Remarque 1 L’espérance et la variance définissent complétement la lot de pro-
babilité d’un vecteur gaussien.

A partir des propriétés générales sur les vecteurs aléatoires, on obtient le fait que :

Propriété 11 Soit X ~ Ny(p, X?). Soit A une matrice réelle de taille (p,d) ou
p € N* et Be€ RP. Alors AX + B est un vecteur gaussien tel que :

AX +B~N,(Ap+ B, AX A

En particulier, si X est un vecteur gaussien d’espérance p et de matrice de variance
Y2 et si h un vecteur de R?, alors h” X est une combinaison linéaire des coordonnées
de X et h" X suit la loi unidimensionnelle N'(h” j, hT 32 h).

Nous pouvons caractériser toutes les lois gaussiennes isotropes :

Proposition 14 Les lois gaussiennes isotropes sont de la forme Ny(0,0%1;) avec
2
o > 0.

Démonstration <= : soit X ~ Ny(0,0%I;) et P une matrice de changement
de BON. Alors P est une matrice orthogonale vérifiant PTP = [, et PX ~
NP0, PTo?I,P) = Ny(O, 0°1,).

= : Réciproquement, pour que Ny(u, ¥?) soit isotrope il suffit que Uy = p et
UTY2U = ¥? pour toute matrice orthogonale U. D’oul 1 = 0 et X2 étant symé-
trique il existe P orthogonale telle que PTY?P = D donc £2 = D est diagonale.
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Si ses éléments diagonaux d;; # dj; pour ¢ # j, alors considérant le changement
de BON (eq,...,eq) vers la BON ((ef,...,€))) ot e}, = ey et (e}, €:) = (ej,e;) on

7 J
obtient une contradiction. O

Remarque 2 Soit Yy,...,Yy des variables aléatoires indépendantes de méme loi
N(0,0%), indépendantes (ce qui, dans le cas gaussien, est équivalent a Cov(Y;,Y;) =

0 pour i # j), alors le vecteur Y = (Y1,...,Yy)T ~ Ny(0,0%1,). On obtient ainsi
tous les vecteurs gaussiens isotropes.

Il est possible de déterminer la loi de la norme d’un vecteur gaussien isotrope grace
a la proposition suivante :

Théoréme 11 (Théoréme de Cochran) Soit E) et E,, deux sous-espaces vec-
toriels orthogonauxr de E = R? de dimensions respectives k, et ky et soit Y un
vecteur aléatoire de R? de loi mnormale centrée isotrope de wariance o?. Alors
Pg,(Y) et Pg,(Y') sont deux variables aléatoires gaussienne centrées indépendantes
et || Pe,(Y)||?/0? (resp. || Pr,(Y)||?/0?) est une loi x*(ki) (resp. x*(kz)). Ce théo-
reme se généralise naturellement pour 2 < m < d sous-espaces vectoriels orthogo-
nauxr (Ei)lgigm de E = Rd.

Démonstration : Soit (eq,--- ,ex,) et (€x,41, " , €k +ky) deux BON de Ej et Ej
(respectivement). L’ensemble de ces deux bases peut étre complété en

(617 T ek’p ek1+17 T €k1+k27 ekl—l—kg—i-l; e 7ed)
pour former une BON de R? (du fait que E; et Fy sont orthogonaux).
Soit (Y1, -+ ,Yq), les coordonnées de Y dans cette base; elles sont indépendantes

de loi N(0,0?) car le changement de base est orthonormal et nous avons vu que
la distribution de Y était conservé par transformation isométrique. Comme

PEl(Y> = Y161 R Yklekl —

I1Pa (V) = o ((é) . (%)) ,

PE2 (Y) = Yk1+1ek1+1 +oe Yk1+kze/€1+k2 -

Y 2 Y, 2

On voit bien ainsi 'indépendance entre les deux projections et le fait que la loi de
| P, (Y)||?/0? (resp. || Pr,(Y)||?/0?) est une loi x*(k;) (resp. x*(k2)). O
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2.2.7 Fonctions caractéristiques

Définition 31 Soit X un vecteur aléatoire sur (Q, A, P) & valeurs dans R?. La
fonction caractéristique de X est la fonction ¢x : R — C telle que

¢x(t) =E [exp(it" X)] :/ emTXdPX(x).

Rd

Corollaire 1 (Xy,---,X,,) sont des variables aléatoires indépendantes si et seule-
ment si pour tout (ti,--- ,t,) € R",

n

¢(X17~~~,Xn)(t17 T ,tn) - H ¢Xj (tj>‘

j=1

La fonction caractéristique existe sur R et ¢x(0) = 1. ¢x est aussi la transformée
de Fourier de la mesure Pyx. Elle caractérise complément la loi de X :

Théoréme 12 Soit X et Y des vecteurs aléatoires sur (2, A, P) a valeurs dans
R?, de lois Px et Py. Alors Px = Py si et seulement si ¢x = ¢y

Théoréme 13 (Théoréme d’inversion) Si X est un vecteur aléatoire sur (€2, A, P)
a valeurs dans R et si ¢px est une fonction intégrable par rapport a la mesure de
Lebesque \g sur RY, alors X admet une densité fx par rapport a \q telle que pour

r € R?,

1 —itTx
fx(ZE) = W /Rd € ng(t)dt

Si X est une variable aléatoire sur (€2, A, P) de fonction génératrice ¢x. Alors si
E(|X|") < 400 (ou X € L™(Q, A, P)), éx est n fois dérivable et ¢\ (t) = i"E(X"e"Y).
On a alors i"E(X™") = g?)(O). On retrouve ainsi E(X™) le moment d’ordre n de

X noté my,.

2.2.8 Convergence de suites de variables aléatoires

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires sur (2, .4, P). On dit que

— (X,,) converge en probabilité vers X, noté X, Lx , lorsque pour tout
e >0,

lim P(|X, — X|>¢e) =0.

n—o0

— (X,,) converge dans LP(Q2, A, P) vers X, noté X, R X, avec p > 0, lorsque

nh_)rrolo | X, — X, =0.
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— (X,,) converge en loi vers X, noté X, £y X, lorsque,

lim Fy, (z) = Fx(z) pour tout z € R tel que Fx continue en z.
n—o0

— (X,,) converge presque stirement vers X, noté X, 2% X, lorsque

P(E)Y=1 ou E={weQ: lim X,(w) = X(w)}.
n—oo
ou encore lorsque pour tout € > 0,

lim P(sup |X,, — X|>¢) =0.

n—oo m>n

Remarque : Les définitions de la convergence en loi, en probabilité et de la conver-
gence presque stire se généralisent facilement pour les vecteurs aléatoires de di-
mension d > 1. Pour la convergence en probabilité par exemple, on remplacera
lim,, s oo P(| X, —X| >€) =0, Ve > 0parlim, o P(||X,—X]|| >€)=0,Ve>0
ol ||-|| est une norme quelconque sur R puisque toutes les normes sont équivalentes
sur R%,

Propriété 12

1.
2.
3.

p.s. et LP — P — L.

pour q > p, L4 — LP et L — p.s.

La convergence en loi n’entraine pas la convergence en probabilité. Mais
(X, L 0) <= (X, N C') pour C une constante.

Si g est une fonction continue alors (X, 22 X) = (9(X,) £3 g(X)),
(X 5 X) = (9(X,) 5 9(X)) et X, =5 X = g(X,,) - g(X).

Si pour tout € > 0, Z P(|X, — X| > &) < 400 alors X,, 2 X (application

n=0
du Lemme de Borel-Cantelli).

Si il existe v > 0 tel que E(|X,|") < 400 et ZE(|Xn — X[|") < 400 alors
n=0

X, =5 X
Si X, 25 X et | X,|" < Z telle que Z est une v.a. positive telle que E(Z) <

400, alors Xni>X (application du Théoréme de la convergence dominée).

Théoréme 14 (Loi faible des Grands Nombres) Soit (X, ).eny une suite de
v.a. 1d Alors si E(|X;]) < +o0,

_ X, +-+X,
X, -t taAe P Ex
n
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Théoréme 15 (Loi forte des Grands Nombres) Soit (X,,)nen une suite de v.a.
iid Alors si E(|X;|) < 400,

. X Xn .
X, =Lt A e Ry,
n

Théoréme 16 (Théoréme de la limite centrale) Soit (X,,),en une suite de
v.a. 1id Alors si 0 = EX? < +o00, et m = EX;,

X, —
”Tm i)./\/'(O,l).

Vvn
Théoréme 17 (Loi forte des Grands Nombres multidimensionnelle) Soit
(X )nen une suite de vecteurs aléatoires iid & valeurs dans R?. Alors si E(]| X;]|) <
+oo (pour ||.|| une norme sur R?),

_ X Xn s
X, = Lot 23 om =EX,.
mn

Théoréme 18 (Théoréme de la limite centrale multidimensionnel) Soit (X,,),en
une suite de vecteurs aléatoires iid a valeurs dans R%. Alors si Y matrice de cova-
riance de chaque X; existe, et m = EX;,

\/E(Yn _ m) £y NL(0,3).

On donne aussi les conditions de convergences d'un couple de v.a. :
~Si X, 5 X et Y, =5 Y alors (X,,,Y,) — (X,Y).

Si X, 25 X et Y, 25 Y alors (X, Y,) 25 (X,Y).
~Si X, 5 X et Y, 25 Y alors (X,,,Y,) = (X,Y).

SSiX, S XetY, 5 Yet que les suites (X,,) et (Y,,) sont indépendantes
alors (X, Y,) £, (X,Y) ou X et Y sont indépendants.

En général X, Ly X et Y, Ly n’implique pas la convergence du couple
(Xn, Y,) sauf dans le cas utile suivant :

Théoréme 19 (Théoréme de Slutsky) Soit (A, By, X, X) des vecteurs aléa-
toires de R et A une matrice ¢ x ¢ et B un vecteur de R%. Supposons que

A, =5 A, B, -5 B et X, = X. Alors

A X, + B, = AX + B.
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Théoréme 20 (-méthode) Soit (X,,)nen une suite de vecteurs aléatoires a va-
leurs dans R?, indépendants et identiquement distribués, telle que ¥ matrice de
covariance de chaque X; existe, et m = EX;. Soit g : R — RP une fonction de
classe C' sur un voisinage autour de m, de matrice Jacobienne Jy,(m) en m. Alors,

Vi (9(Xa) = g(m)) =55 Na0, Jy(m) - 2 - Jy(m)).

2.2.9 Espérance conditionnelle

Définition 32 Soit Y une variable aléatoire sur (Q, A, P). Si B est une sous-tribu
de A et siY € L2(Q2, A, P). Alors on note E(Y | B) la projection orthogonale de'Y
sur L?(Q, B, P), appelée espérance conditionnelle de Y sachant B. Ainsi :

ElY —E(Y|B) = ZGL%B " {(ElY - Z|’}.

Par extension, siY € LY(Q, A, P), on définit ’espérance conditionnelle par rapport
a B, comme l'unique (p.s.) variable aléatoire, B-mesurable vérifiant p.s. :

/E(Y|B)dP:/YdP, pour tout B € B.
B B

Par convention, si X un vecteur aléatoire a valeurs dans R™ sur (2,4, P) et si Y
une variable aléatoire sur (€2, A, P), on note E(Y | X) = E(Y | X" 1(B(R))).
Propriété 13

1. Lemme de Doob : Pour Y € L' (2, A, P), et X une v.a. de(), A, P), alors
p.s. E(Y| X) = h(X), avec h une fonction borélienne.

2. PourY; et Y,y deuz variables aléatoires sur (2, A, P), et (a,b,c) € R?, alors
E(aY; + bYs + ¢| B) = aE(Y1 | B) + 0E(Y>2 | B) + c.

3. 81 Y1 <Ys, alors E(Y1 | B) <E(Y: | B).

4. Le Lemme de Fatou, les théorémes de Beppo-Levi, Lebesque et Jensen s’ap-
pliqguent avec [’espérance conditionnelle.

5. 81Y € L*(Q,B, P), alors E(Y |B) = Y ; ainsi E(g(X) | X) = g(X) pour g
une fonction mesurable réelle.

6. On a E(E(Y |B)) =EY.

7. SiY7Y(B(R)) et B sont indépendantes alors E(Y | B) = EY ; ainsi, si X et
Y sont indépendantes, E(Y | X) = EY.
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8. Si (X,Y) est un couple de v.a. a valeurs dans R? possédant une densité Jxy)
par rapport a la mesure de Lebesque, alors si X est intégrable ,

o ey fan(@y)dy
EY | X=x)= I oo @) dy

pour tout x tel que [, fix,y)(x,y)dy > 0.
Dans le cas Gaussien, on a la propriété suivante :
Proposition 15 Si (Y, Xy, -, X,,) est un vecteur gaussien, alors on a
E(Y | (X0 X)) = ag + ar X+ + 0, X,

ou les a; sont des réels.



