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Préambule

Ce polycopié s’adresse aux étudiants ayant suivi un cours d’intégration, un pre-
mier cours de probabilité et un premier cours de statistique. Les notions d’algébre
linéaire et de probabilités requises sont dans le fascicule "Rappels utiles au cours
de statistique mathématique" disponible a I’adresse http ://wintenberger.fr/ens.
La premiére partie présente les notions fondamentales de I'inférence statistique, a
savoir les notions d’échantillonnage, d’empirique et d’information. La seconde par-
tie traite de l’estimation, ponctuelle ou par intervalle de confiance. La troisiéme
partie introduit la notion de test statistique.
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Introduction

La science des statistiques comporte 2 aspects :

1. Les statistiques descriptives qui consistent a synthétiser, résumer, struc-
turer 'information contenue dans les données (cf monographie d’"Introduction
a la méthode statistique" de Goldfarb et Pardoux),

2. La statistique mathématique qui consiste & traduire en langage mathé-
matique la démarche d’inférence statistique.

L’inférence statistique :

L’inférence statistique est le fait de fournir & partir d’une propriété observée
dans des cas particuliers des caractéristiques de la propriété en général. Par essence
cette démarche est risquée et s’oppose a la démarche déductive (non risquée) qui
applique les caractéristiques d’une propriété en général a des cas particuliers et
qu’on rencontre généralement en mathématique.

Sous des hypothéses probabilistes spécifiques issues de la modélisation du pro-
bléme, il est possible de traduire I'inférence statistique en langage mathématique.
Dans ce cours on étudie le traitement mathématique de deux démarches inféren-
tielles spécifiques : I'estimation et le test.
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Premiers principes de 'inférence
statistique






Chapitre 1

L’échantillon aléatoire

A partir de 'observation d’une propriété sur des cas particuliers (en nombre
fini) le statisticien infére des caractéristiques de la propriété en général. La sta-
tistique mathématique se divise selon deux approches : 'approche bayésienne qui
suppose que cette propriété est aléatoire et I’approche fréquentiste qui suppose que
cette propriété est déterministe. Nous nous restreignons dans ce cours au cadre fré-
quentiste.

Deux cas de figure sont possibles :
— Soit la propriété est observée sur un sous ensemble de taille n d'une popula-
tion mére de taille finie N avec N >> n,
— Soit la propriété est observée sur un ensemble fini d’expériences issues du
renouvellement de la méme expérience.
On consacre cette section a la notion d’échantillon aléatoire, notion commune aux
deux cas de figures.

1.1 Population de taille finie

Soit F un ensemble, que nous appellerons population mére (des individus, un
parc automobile), contenant un nombre fini N d’éléments. Le statisticien s’inté-
resse plus particuliérement a une propriété X de la population (I’age, le prix),
appelée propriété statistique. L’objectif du statisticien est de déterminer les prin-
cipales caractéristiques de X.

S’il est possible d’effectuer un recensement, c’est-a-dire interroger ou inspecter
tous les éléments de FE, les caractéristiques de la propriété X sont parfaitement
connues. Si on note e; chaque élément de E, F = {ej,...,ex}, on observe alors
(x1,...,2xn) 'ensemble des valeurs de X mesurées sur les éléments de F.
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L’inférence statistique n’est pas utile dans le cas d’un recensement mais lorsque
X est observée uniquement sur un sous-ensemble de F (pour des raisons de cofit,
de commodité,..) notée &, de taille n << N : &, = {e;,,...,e;,foul <ip <N
et 1 < k < n. Nous supposons avoir procédé a la sélection de I’échantillon &, de
maniére aléatoire et avec remise : on sélectionne au hasard un élément de F puis il
est “remis” dans la population et peut étre de nouveau sélectionné ultérieurement.
De fait, il peut y avoir un couple (k,k’) tel que i, = ip. On est alors dans le
cas d’'un tirage aléatoire avec remise. Il est clair qu’il existe dans ce cas N™/n!
différentes possibilités pour choisir &,,. L’inférence statistique est effectuée a partir

d’observations de la propriété X sur &,. On note Xi,..., X, les valeurs de X
correspondant aux éléments de &,. Ce sont des valeurs aléatoires car &£, a été tiré
aléatoirement et le vecteur (X, ..., X, ) est 'échantillon.

1.2 Expérience renouvelable

Les modeles ot la population est de taille finie ne couvrent pas toutes les situa-
tions. Prenons le cas de la propriété X égale a “la fréquence, mesurée en minutes,
de départ du métro de la ligne 2 a la station Porte Dauphine”. Il est clair que X
est une variable aléatoire puisqu’on ne peut exactement prédire la fréquence. En
revanche,on ne peut pas appliquer les notions de population finie et d’échantillon-
nage aléatoire ici car le nombre d’observations dépend du temps qu’on passe a
observer le métro. On parle plutot ici d’expérience que I'on peut renouveler théo-
riquement autant de fois que ’on veut.

On considére le cas d’une expérience aléatoire renouvelée plusieurs fois indé-
pendamment. On note X la propriété statistique associé a 'expérience et dont les
caractéristiques sont inconnues du statisticien. Alors X; correspond a la propriété
X observée sur la premiére expérience. L’expérience est renouvelée n fois afin d’ob-
tenir les observations X, ..., X,, puis le statisticien infére & partir de ces données
pour déduire des caractéristiques sur la propriété X.

1.3 L’échantillon

Afin de donner & I’échantillon un cadre mathématique commun, on suppose
que la propriété X appartient a un espace euclidien X (R? avec ¢ > 1) muni de sa
norme euclidienne || - ||. On suppose aussi que I'ensemble des caractéristiques de la
propriété X sont décrites par une mesure de probabilité P inconnue. Alors X est
un élément aléatoire (e.a.) a valeur dans X de loi P. C’est donc une application
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mesurable de (2,.4) dans (X, B), ou B est la tribu des Boréliens et (2, A, P) est
I’ensemble des événements possibles muni d’une mesure de probabilité, vérifiant
P(X € B) = P(B) pour tout B € B.

Définition 1.3.1 L’échantillon aléatoire (X1,...,X,) de taille n est le vecteur
aléatoire & valeur dans l’espace produit (X,B)" = (X", B,) de loi P®" o
- X" =X x...x X est le produit cartésien de [’espace X,
—_———

n fois
— B, est la tribu des Boréliens de X",
- P®" = P®---® P le produit tensoriel de P n-fois.
Pour tout 1 <i < n la iéme observation X; est un e.a. de méme loi P que X . Les
observations sont indépendantes entre elles.

On note X4,...,X,, ~ Pou~ F, F étant la fonction de répartition de X. Par
définition du produit tensoriel, on a

PE"(By x -+ x B,) = [[ P(B)),

j=1
pour tout By, ..., B, € B. Dans le cas continu ot P admet une densité f (relative-
ment & la mesure de Lebesgue), 'échantillon (X7, ..., X)) admet aussi une densité

donnée par la formule :
f(Xl,...,Xn)(wla s 7$n) - H f(x])
j=1
pour tout xy,...,xr, € X.

Remarque 1 Dans le cas d’une population de taille finie E, étant donné que la
propriété X prend les valeurs {x1,...,xx} de maniére équitable, c’est a dire avec
probabilité identique, on trouve

P(X=x)=1/N, Vi=1,...,N.

On appelle cette loi la loi Uniforme Discréete sur l'ensemble {x1,...,xy}. On note
Xq,..., X, les observations de X sur &,, un échantillon aléatoire de taille n de F.
La notation X4, ..., X, ne signifie en aucun cas que les n premiers éléments de la
population ont été observés. on vérifie bien que X4,..., X, ~ P car le tirage avec
remise assure que les observations sont iid.

Définition 1.3.2 Une réalisation (x1, ..., x,) de ’échantillon aléatoire (X1, ..., X,)
est le résultat des mesures associées a un événement A € A :

(171, ce ,[En) = (Xl(A), PN ,Xn(A))

C’est un élément déterministe de X™. La réalisation x; de la i-éme observation
sera appelée plus simplement la i-éme réalisation.
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Chapitre 2

La méthode empirique

Le statisticien veut inférer sur une caractéristique précise de la propriété statis-
tique X a partir de I’échantillon (X7, ..., X,,). Cette caractéristique peut s’écrire
comme une fonction ¢ de la loi inconnue P de X et s’écrit donc ¢(P). La méthode
empirique consiste a substituer & P inconnue la mesure empirique P, fournit a
partir de I’échantillon (X7, ..., X,,) (donc connue) par la relation

1 n

ou J, est la mesure de Dirac au point a € X : P(6, = a) = 1.

Remarque 2 La mesure empirique P, est la loi uniforme discréte sur ’ensemble
des observations {X1,..., Xn}.

Ce chapitre étudie différentes caractéristiques empiriques ¢(P,) correspondant a
différents choix de ¢, plus spécifiquement

n
. 1 -
— La moyenne empirique — g X; notée X,
n
i=1
n

— La matrice de variance-covariance empirique — E (X; — X,)(X; — Xn)" no-
n
i=1

tée S2.
Dans le cas réel X = R, on étudie aussi

1 n
— Le moment empirique d’ordre r € N, — E X/ noté M),
n
i=1

1 < -
— Le moment empirique centré d’ordre r € N*, — g (X; — X,,)" noté M,
n
i=1
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— La fonction de répartition empirique notée F,, qui dans le cas X = R est la
n

fonction qui & € R associe la valeur — Ix,<z-
n E <
i=1

Pour faire appel aux théorémes limites probabilistes, on a besoin de la notion
suivante :

Définition 2.0.3 Dans le cas d’une expérience renouvelable, lorsqu’on suppose
pouvoir renouveler [’expérience autant de fois que ’on veut, i.e. faire tendre n —
00, on parle du cadre asymptotique.

Ce cadre idéal permet d’appliquer les théorémes classiques de convergence tels que
la LFGN et le TLC. Dans ce cours, on étudiera principalement les résultats de
type TLC :

Définition 2.0.4 Une suite de vecteurs aléatoires (X;) vérifie un TLC lorsqu’il
existe un vecteur gaussien centré N et un vecteur déterministe p tel que

(X, —p) =5 N quand N — .

Bien que la convergence en loi soit un mode de convergence plus faible que la
convergence p.s., le TLC implique la LFGN

Proposition 2.0.1 Si une suite de vecteurs aléatoires (X,,) satisfait le TLC alors
X, 25 w asymptotiquement.

Démonstration : Sans perte de généralité on pose g = 0. On utilise le lemme de
Borel-Cantelli qui assure que si la série (P(||X,|| > ¢)) est convergente pour tout
e > 0 alors X,, 2% 0 asymptotiquement. On raisonne par équivalence (cas ¢ = 1)

o) 2

1 T
— exp ( 202>dx = Up,.

PRl > 2) = PRl > Vi) o2 | o

Or, (u,) est majorée pour n suffisamment grand par une suite convergente :

Un < \[/ S exp(—)dr = \/gexp(—e\/ﬁ).

Par croissance comparée, (u,) est une série convergente ainsi que (P(|| X, || > ¢€))
et le résultat souhaité découle du lemme de Borel-Cantelli.
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2.1 La moyenne empirique

Définition 2.1.1 La moyenne empirique de I’échantillon est [’e.a.
X, =1y x
n — n p= B

Méme pour cette caractéristique trés simple (la moyenne), la loi de la version
empirique X,, n’est pas connue pour tous choix possibles de P. Par contre, on
peut calculer des caractéristiques de I'e.a. X, telles que E(X,,) et Var (X,,) dans
un cadre général.

2.1.1 L’espérance de la moyenne empirique

Proposition 2.1.1 Si l’e.a. X est intégrable, i.e. la loi P est telle que E(||X]]) =
[ lz||dP(z) < oo alors
E(Xn) = p

ot p=E(X) = [xdP(z) est la moyenne.
Démonstration : Application immédiate de la linéarité de 'intégrale. O

Exemple 2.1.1 Dans le cas d’une population E de taille finie N, on calcule

N N
1
Q= /de(x) = E rP(X = 1) = N E T,
=1 j=1

et on obtient

1 N
E(X,) =+ > xj =N
j=1

2.1.2 La matrice de variance-covariance de X,

Proposition 2.1.2 Si l'e.a. X est de carré intégrable, i.e. la loi P est telle que
E(IX?) = [ l|lz|*dP(x) < oo alors

22

Var(X,,) = -

ou X =E(X —E(X))(X —EX))T) = E(XXT) —E(X)E(X)T est la matrice de

variance-covariance.
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Démonstration : Les X; étant des e.a. iid, on a
Var (X,,) Z\/ar

et Var (X;) = ¥? pour tout Vj =1,...,n. O

Exemple 2.1.2 Dans le cas d’une population E de taille finie N, on calcule

o* = %Z(I -’

J=1

=

et on obtient N )
Zj:l(xj — Ty)

Var (X ,) = N
n

2.1.3 Loi de la moyenne empirique

Nous donnons ici deux cas, i.e. deux choix de P, ot la loi de X,, est connue, le
cas Gaussien et le cas Bernoulli. Le cas de population finie E est difficile a traiter.

Cas Gaussien On suppose ici que P = N (i, X?) (voir définition p.26 dans les
rappels) avec p € RY et ¥? une matrice symétrique définie positive de taille g x g.
Alors Péchantillon (X, ..., X,,) suit une loi normale ((y, ..., )T, X2) ou X2 est la
matrice ng x ng de la forme

20 0
2 L. 0
! o 0
o --- 0 X2

Par stabilité de la loi normale par transformation affine, on sait que X, qui est bien
une transformation affine de I’échantillon (X7,. .., X,,), suit aussi une loi normale

X~ NG(E(X,), Var (X)) = Ny(p,n™'5%).

Cas Bernoulli On suppose ici que P = B(p) avec 0 < p < 1. Alors on a
nX, ~ B(n,p)

par indépendance des X; et par définition de la loi Binomiale.



2.2. LA MATRICE DE VARIANCE-COVARIANCE EMPIRIQUE 13

2.1.4 La loi asymptotique de la moyenne empirique

Dans le cadre d’une expérience renouvelable, on peut idéalement faire appel a
I’asymptotique et, en utilisant le TLC, on obtient directement sous la condition
que X soit de carré intégrable E(|| X]?) < oo :

VST (X = p) =5 N (0, 1,).

Pour n suffisamment grand (n > 100 en général) on utilise ’approximation normale :

X, < Ny(p,n1%?).

2.2 La matrice de variance-covariance empirique

La matrice de variance-covariance empirique est donnée par ’expression

j=1
En particulier dans le cas X = R? ie. X = (X1 X)) on a

92 — ( Si(X(l)) dxm x@ >
" axw xe SHX®)
ou, pour tout Y7,...,Y, ~ Pet Z,...,Z, ~ P dans R on a la notation

n

1 & — 1 _ _
S?%(Y) = E Z(Y; - Yn)2 et Qy,z = E Z(Y; - Yn)(Z] - Zn)
=1

J=1

On appelle gy, 7 la covariance empirique entre X et Y (rappelons que Cov (Y, Z) =

E(Y —E(Y))(Z - E(2)))).

L’e.a. S? est une matrice aléatoire de taille ¢ x ¢, de nature plus complexe que
le vecteur aléatoire X,,. Nous allons commencer par étudier son espérance, puis sa
variance dans le cas réel ¢ = 1 avant d’en déduire sa loi (uniquement dans le cas
normal).

2.2.1 L’espérance de S>

Proposition 2.2.1 Si X est de carré intégrable, alors

n—1

E(S2) = 22,

n
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Démonstration : Montrons qu'une variante de la formule de Huygens donne la
décomposition de S? suivante

1 — _
Sp=—2 (X5 =X =)' = (X =) (X — )" (2.1)
j=1
ou p est la vraie moyenne. En effet sachant (Xi,...,X,) soit l'e.a. discret Y

uniformément distribuée sur {X; — p, ..., X, — u}, i.e. telle que P(Y = X; — ) =
n~L. Alors le calcul donne E(Y) = X,, —p et Var (V) = E(Y —E(Y))?2 = S2 et la
formule de Huygens appliquée & Y donne le résultat souhaité.

D’aprés la décomposition (2.1) on a

E(S?) = ¥ — Var (X,,).
La variance de la moyenne empirique vaut n='%2 d’ou le résultat. O

Remarque 3 L’espérance de la variance empirique n’est pas égale a la vraie va-
. X . . .. . / . .
riance 2. La matrice de variance-covariance empirique corrigée S* est définit par

1 _ _
[ L S X - X)X — X,)T

et vérifie bien que E(S2') = 2.

2.2.2 La variance de S? lorsque ¢ = 1

Nous ne traitons pas ici la notion de “variance "pour les matrices aléatoires
telles que S2. On se restreint au cas réel X = R; la variance de S? est donnée par
la proposition suivante

Proposition 2.2.2 Si X* est intégrable, i.e. E(X*) < oo, alors

n—1

Var (S?) = ((n—1)ps — (n —3)0*)

n3

ot 1y = E((X — p)*) est appelé moment centré d’ordre 4 et o* = Var(X)2.

Démonstration : Rappelons d’abord que d’aprés la décomposition (2.1) on a

S3= S0~ — (K )

Jj=1
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Posons Y; = (X; — p)%. On décompose
1 2 - —
Var(S2) = —Var(Y;) == Cov(Yj, (X, — p)*) + Var (X, — n)*)
n 4=

1 — _
= g\/ar (Y1) — 2Cov (Y1, (X,, — p)?) + Var (X, — p)?)
= u, — 2v, +w,. On a d’abord

= LI - ) - B0 - ) = T

n
D’autre part,

va = E[(X1 = p)* (X — p)*] = E[(X1 — )’ JE[(Xs — 1)?]

o

— B - (-] - T avee
I — (= ) = (I - 06—
+ 3 B0 - P08 = (K - ]
J#k
= (B0 - 0+ IO - WP - 0 +0)
B e U 1)o*
d’on
- pat(n—1)o* o'
= Ha — 04
Enfin .
111, = Var(X, — p)?) = E[(X, — p)'] - % ot

BT, '] = (D EICG - )+ 03 S BIX, - (X — ] +0)
npy + 3n(n —1)ot
gy — 30t N 30t

n3 n2’
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Il s’ensuit que

— ot — ot —30% 20
H4 _ o Ha _ 4 M4 + =2

Var (S2) =

n n n3 n
ps— ot 2(pg —20%) gy — 30t

n n n3
n—1

= 3 ((n—1)ps — (n—3)o*) .0

Remarque 4 Au premier ordre,

_ 4
Var(S?) ~ pa—9 lorsque n — oo.
n

2.2.3 La loi de S?

Du fait de la complexité de S? comparativement a X,,, seul le cas Gaussien
réel (X = R) est envisageable. Supposons donc que Xi, ..., X, ~ N(u,0%). On a
alors la proposition suivante

Théoréme 2.2.1 Dans le cas Gaussien réel, la loi de la variance empirique est
déterminée par la formule :

n

;Sg ~ X?Lfl
Démonstration : La démonstration repose sur ’application du Théoréeme de Co-
chran (c.f. p. 27 du fascicule "Rappels utiles au cours de statistique mathéma-
tique") sur le vecteur Gaussien isotrope (X; — i, ..., X,, — ) et sur un s.e.v. £ de
R™ bien choisi. Etant donné que les X; sont iid de loi N'(u, o%), on vérifie bien que
X = (X;—p, ..., X,—u) est un vecteur Gaussien de R" et de loi N'(0,,, 021,,). C'est
donc bien un vecteur Gaussien isotrope. On s’intéresse la transformation affine qui
a X associe X' = (X; — X,,,..., X, — X,). Si on écrit 1,, la matrice de dimension
n X n qui ne contient que des coefficients 1, alors on vérifie que X’ = (I, —n'1,,)X.

Pour prouver que cette transformation 7' = I,, — n~'1,, est bien une projection
7 on vérifie que T? = (I, — n~'1,)? est bien égal & T lui-méme en utilisant les
relations élémentaires 12 = I,,, 1,1, = I,1, et 12 = nl,. On en déduit que ses
valeurs propres sont soit égales a 0 soit égales & 1 et donc que le rang de 7" est la
somme de ses valeurs propres, égal a sa trace la somme de ses éléments diagonaux.
Ainsi

—1 —1
Rg(T)=Te(T) =~ ...+ L2 —p 1.

n n
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On en déduit que la dimension du s.e.v. E tel que T' = Py vaut n—1. On peut alors
appliquer le Théoréme de Cochrane et on trouve directement le résultat souhaité :

n

S (= X2 = I XP = [Pe(X)| ~ 12,0

=1

Remarque 5 Ce résultat est cohérent avec le calcul de la variance de la variance
empirique. En effet, on sait que B(Y) =n—1 et Var(Y) =2(n—1) pour Y ~ x?_,

et donc - .
Va,r(Si) — %

n
On vérifie bien la relation précédente

—1
Var(S?) = n

(= D~ (0= 3

car dans le cas d’un loi normale on a py = 30*. Cette relation vient du calcul du
moment d’ordre 4 d’une loi normale centrée réduite (par IPP) qui donne E(N*) =
3, puis on centre et on réduit la variable X ~ N'(u,0?) :

X—[Lé
o

N

et en prenant le moment d’ordre 4 de cette variable on a
X —pu 4
o

2.2.4 La loi asymptotique de S?

Ha
ol

=E(N*) =3

Comme dans le cas de la moyenne empirique, le recours au cadre asymptotique
(idéal) permet de donner une approximation normale simple pourvu que n est
suffisamment grand (en général n > 100). Pour simplifier on se restreint au cas
X =R, on a alors le résultat asymptotique :

Théoréme 2.2.2 Soit Xy,..., X, ~ P avec P telle que E(|X|*) < oo alors on a
Vn(S2 = %) £ N(0, jug — o)
avec py = E(X — p)t.

Démonstration : On commence par appliquer le TLC aux vecteurs (X; — u)? iid
pour tout 1 < i < n, d’espérance o2 et de variance Var (X; — p)? = E(X; — p)? —
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(E(X; — u)?)?* d’apreés la formule de Huygens, soit Var (X; — pu)?> = pg — ot On
obtient donc
1 n
v (5 >0 02) 5 (O, s — o).

D’aprés la décomposition (2.1) de S2 = (X — )2 — (X, —p)? on a
Vi(Sh—0%) = V(X — p)?,—(Xn—p)*~0%) = V(X — p)?,—0%)=vn(X,—p)*.
Reste a prouver que le dernier terme est négligeable. On sait par le TLC classique
que

ﬂ(yn - :u) i) N(O7 02)‘
On conclut en utilisant Slutsky avec X,, 2= y = X, L @ que /n( X, —p)? L
0 ce qui est suffisant pour prouver le résultat. a

On déduit de cette convergence en loi I'approximation normale
c
Sn = Ny(0®, 07 (s — o))

valable pour n grand (n > 100 en général).

2.3 Le couple (X,,S?)

La moyenne et la variance empirique jouent un role primordiale en statistique.
Nous étudions ici les propriétés du couple (X, S?) dans le cas X = R.

2.3.1 L’espérance de (X, S?)

Par définition de l’espérance d’un couple, on trouve simplement E(X,,, S?) =
(1, 0/(n — 1)o?).

2.3.2 La loi de (X,,S?)

Dans le cas Gaussien Xi,..., X, ~ N(u,0?), on admet le résultat suivant
indispensable pour déterminer la densité (et donc la loi) du couple (X, S?) :

Théoréme 2.3.1 (Fisher) Dans le cas Gaussien, X, et S? sont des v.a. indé-
pendantes.

On en déduit que la densité du couple et le produit des densités de X, (den-
sité d'une loi normale N (p,0?/n)) et de S? (densité d’une loi gamma y((n —
1)/2,n/(20?))) soit

1 n \n/?2 n
o _ (n—3)/2 e 02
f(Xn,S%)(xa y) - T (n;l) \/% <20_2> Yy exXp ( 20_2((37 ,u) + y)) 1y>0.
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Remarque 6 Hors cas Gaussien X, et S% ne sont pas nécessairement des v.a.
indépendantes.

2.3.3 La loi asymptotique de (X, S?)

En faisant appel au cadre asymptotique on simplifie le probléme et on peut
déterminer la loi (asymptotique) du couple (X, S?) pour un grand nombre de lois
P dont I’échantillon est issu, i.e. Xq,..., X, ~ P.

Théoréme 2.3.2 Si P est telle que E(|X|*) < oo alors on a

((5) = (7)) = (o ()
avee i3 = E(X — p)°.

Remarque 7 Ce n’est pas parce qu’on a prouvé un "TLC" sur X, et sur S?
séparément qu’un "TLC" a forcément lieu sur le couple (X,,S?).

Démonstration : On applique le TLC classique sur (X;, (X; — p)?)i>0 une suite
iid de vecteurs aléatoires (bien que X; et (X; — u)? ne soient pas iid). Comme
E((X;, (X; — p)?)) = (u,0%) et de matrice de variance covariance (finie)

2= (conat. 06 ) Vonal(x —afty ) = (o 1)

car Cov (X, (X — p)?) = E(X (X — p)?) — uE((X — p)?). On obtient alors

v ((% Z?:f(_()?i - M)Q) B <;2>) 55 No(02,52).

On conclut comme dans la preuve du théoréme sur la loi asymptotique de la
variance empirique, & savoir un utilisant la décomposition (2.1) de S? et que

VX, — )2 £ 0. O
2.4 Moments empiriques

Dans le cas X = R il est possible de généraliser les notions de moyenne et de
variance empiriques, ce qui donne lieu a la notion des moments empiriques.
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Définition 2.4.1 Soient Xq,...,X,, ~ P et r € N*, alors le moment d’ordre r
vaut B(X") et sont notés m,. Le moment centrés d’ordre r vaut E((X — p)") ou
1= my est la vrate moyenne. Ils ont des équivalent empiriques :

n

T 1 - r T/ 1 Y O\T"
Mn:E;XJ et Mn :E;(X]_Xn)

appelés le moment empirique d’ordre r et le moment empirique centré d’ordre r.

Moyenne et variance en sont des cas particuliers car u = m! et 02 = s, d’otut les

versions empiriques M! = X, et M? = S2. Le moment centré d’ordre 1 y; vaut
toujours O.

2.4.1 L’espérance du moment empirique

La linéarité de 'espérance nous garantit que E(M") = m,.. Par contre E(M") #
{1, et on peut corriger le moment empirique centré (c.f. cas r = 2 o M2 = S?).

2.4.2 Loi asymptotique du moment empirique

Une application du TLC nous donne la loi asymptotique des moments (centrés
ou non) :

Proposition 2.4.1 Si E(X?) < +oo, i.e. my, existe, alors

V(M —m,) =5 N(0,ma, —m?)
V(M =) =5 N0, oy — i)

démonstration : Application directe du TLC a X[ pour le cas M.
Application du TLC & (X; —m;)" dans le cas M’ puis Slustky en utilisant la LGN

P
Xn — M. (Il
~N / . . s
Dans le cas M} = X, et M? = 52 on retrouve les résultats trouvés précédem-
ment.

2.5 Fonction de répartition empiriques

Dans le cas X = R la fonction de répartition empirique empirique est définie
par :
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Définition 2.5.1 Soit Xq,...,X,, ~ P. La fonction de répartition empirique F,
est définie par la fonction qui @ ©* € R asocie

1 n
Fn(l’) = EZlXjSI'
j=1

On a donc F,, : R — [0;1] qui est croissante, continue a droite et admettant une
limite o gauche (cadlag) par définition.

Remarquons que F), est la fonction de répartition de la loi U({ X7, ..., X,,}). F), est
donc une fonction aléatoire dont 1’étude de la loi dépasse le cadre de ce cours. On
se restreint donc a ’étude de la loi de F),(z) avec x € R fixé qui est une variable
aléatoire.

2.5.1 La loi de F,(x) avec x € R fixé

Pour tout = € R fixé, on effectue le changement de variable aléatoire en consi-
dérant Y; = 1x,<,. Il est facile de voir que F,,(z) = Y, et que Y = Ix<, est une
variable aléatoire valant soit 0 soit 1, donc Y ~ B(p) avec p =P(Y = 1) = E(Y).
Ici on trouve facilement p = E(1x<,) = P(X < z) = F(x). on en déduit, d’apres
I'étude de la loi de la moyenne empirique dans le cas Bernoulli que nF,(z) ~
B(n, F(x)). De plus,

F@)(1- F(z))

Var (F,(z)) = Var (F,(z)) =n "Var (Y) =

2.5.2 La loi asymptotique de F,(z) avec = € R fixé

En appliquant le TLC aux Y; = 1x,<,, on trouve :

Théoréme 2.5.1 Soit F = Fx la fonction de répartition de X alors V x € R
Vi(F(x) = F(x)) = N (0, F(z)(1 ~ F(x)).

Remarque 8 En tant que fonction, F, : x — F,(x) est une fonction aléatoire
constante par morceau en x qui a des sauts de hauteur n~' en chacun de ses
points de discontinuité (X, ..., X,) (le saut peut étre double en un point X; = X;
pour j # i). La “densité empirique” est sa “dérivée au sens des distribution”, i.e.
la mesure empirique P, =n~tY " Oy,
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Chapitre 3

Théorie de I'information de Fisher

Soit X;...,X, ~ P un échantillon d’observations iid a valeurs dans X (R?
pour ¢ > 1) muni de sa tribu des Boréliens B. Pour inférer sur les caractéristiques
d’une propriété X inconnue, le statisticien utilise des fonctions de 1’échantillon :
T, = T(Xy,...,X,). Ces éléments aléatoires sont appelés des statistiques. La
statistique T,, doit contenir autant d’information que I’échantillon (X, ..., X,)
pour l'inférence du caractére inconnu. La théorie de I'information de Fisher four-
nit un cadre mathématique pour quantifier I'information contenue par I’échantillon
(X1,...,X,). Mais commencons par étudier les différentes propriétés de la statis-
tique T,.

3.1 Propriétés des statistiques

3.1.1 Définition de la statistique

Soit (Y, C) l'espace des caractéristiques que ’on souhaite inférer sur la loi P a
partir des observations (X7,...,X,).

Définition 3.1.1 Soit T une application mesurable de X™ dans ) ne dépendant
pas des caractéristiques inconnues de la loi P dont est issu [’échantillon, 1.e.
T : X" = Y. Alors T, = T(Xy,...,X,) est un élément aléatoire de Y appelé
statistique.

Exemple 3.1.1 — Toutes les caractéristiques empiriques T,, = p(P,) sont des
statistiques.
— La moyenne empirique X, est une statistique, i.e. peut s’écrire T( Xy, ..., X,)

avecT : X" = )Y =X,

— Pour d € N tel que X = RY la variance empirique S> est une statistique, i.e.
peut s’écrire T(Xy,...,X,) avec T : X — Y = 8] (R) ou SJ (R) est 'espace
des matrices symétriques positives,

23
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— Pour X = R les moments empiriques (centrés) d’ordres quelconques sont
tous des statistiques a valeurs dans Y = R,

— Pour X = R la fonction de répartition empirique F),, est une statistique a
valeur dans Y = D, ’ensemble des fonctions cadlag de R dans R.

Exemple 3.1.2 (Statistique de Student) Pour X =R et X;,--- , X,, ~ P la
statistique de Student est la quantité

X —
T(m) = M
/5%
Si P = N(p,0?) alors T(u) suit une loi de Student a (n — 1) degrés de liberté (ce

résultat découle directement de la définition de la loi de Students et du théoreme

de Fisher).

3.1.2 Statistique d’ordre

Dans le cas X = R, certaines statistiques ne dépendent de I’échantillon que
lorsque celui-ci est ordonné en ordre croissant :

Définition 3.1.2 L’échantillon ordonné dans l’ordre croissant, noté (Xqy, ..., X@m)),
est défini tel que Xy soit la k-éme plus petite valeur de léchantillon (X1, ..., X,,).
Alors T, = T(X 1y, - .., X)) est une statistique d’ordre.

Exemple 3.1.3
— Pour tout j, X(; est une statistiques d’ordre appelée statistique d’ordre de

rang j.

- X = min(Xy,..., X;) et X4y = max(Xy,...,X,,) sont des statistiques
d’ordre.

Contrairement a I’échantillon (X7, ..., X,,), ’échantillon ordonné n’est pas iid.

Dans le cas oit X est absolument continue (admet une densité notée f), on peut
toutefois spécifier la loi de I’échantillon ordonné :

Théoréme 3.1.1 Le vecteur ordonné (Xqy, ..., X@m)) a pour densité
gn(zla'”azn) - n'f('zl)f('zn) SZZISSZW,
=0 SINOMN.

Démonstration : Soit o une permutation aléatoire suivant la loi U ({permutations
de {1,...,n}}) indépendante de (X7,..., X,,). Par indépendance, on obtient

]P’((Xg(l), o ,Xg(l)) E]xg(l) — h, 1‘0(1)] X o x]xg(n) —h, :L’g(n)D
LY I - Rl ) = TR — R - ).

n!
permutations i=1 =1
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D’autre part

P((X

o(1)s -2 Xo(1) ElTe1) = Ry Toy] X -+ X]Zo(y — Iy Ty

Joo s X)) Elzy=hyzm]x - Xz —h,zw]) | o) = ()P(a(-) = ().

Comme la loi de (Xj,...,X,) est elle aussi absolument continue, on se restreint
au cas x; # x; pour ¢ # j. Il existe alors une unique permutation o’ telle que
Tor1) < ... < Tor(n). Pour h suffisamment petit, o'(-) = (+) p.s.. Cette permutation
o’ ne dépend que de (z1,...,x,), elle est indépendante de (X7, ..., X,,). De méme,
pour h suffisamment petit, 'événement {o(-) = (-)} = {0 = ¢’} est indépendant
de (X1,...,X,) car o l'est par définition. On obtient

P((Xo1)s - - > Xom)) ElTo) = My To)] X -+ X]|Tom) — Iy Tom)))
=P((Xays- -, X)) €lza) — hoz)] X -+ X2y — h2m)]))Po = o).

Par définition de la loi uniforme, P(c = ¢’) = 1/n! et en posant z; = ;) le résultat
est prouvé. O

On en déduit les lois de chaque marginale de ’échantillon ordonnée X). Re-
marquons que les X () ne sont pas identiquement distribués, leurs densité dépend
de k :

Théoréme 3.1.2 5@ F' est la fonction de répartition de X, alors a statistique
d’ordre Xy a pour densité

hk(l') =

W) F )t (1 - P
k—1)1(n— k) '

De plus, X(;) dépend de X;) pour ¢ # j, leur densité jointe n’est pas le produit
de leurs densités :

Théoréme 3.1.3 La loi jointe du couple (X, X(;)),1 < j admet pour densité

f(X(i)’X(j))(xay) = e Zl'_ Dl —j)! F"‘l(x)f(a;) x [F(y) — F<x)]j—i—1

X (L=F@)" 7 f(y) losy.

3.1.3 Statistique paramétrique

Soit une statistique 7,, € ), deux cas sont possibles :
— Soit Y est un ensemble inclus dans un espace de dimension fini : il existe
d € N pour lequel Y C R?,
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— Soit Y n’est inclus dans aucun espace de dimension fini.
Dans le premier cas T,, € R est appelée une statistique paramétrique de dimen-
sion d. Dans le second cas la statistique 7,, est de dimension infinie; c¢’est une
statistique non paramétrique.

Définition 3.1.3 On appelle modéle paramétrique de parameétre 6 € © pour un
certain espace de dimension fini © C RY, d > 1, le couple (P, ©), ot Py est la
loi de probabilité de X qui dépend du paramétre 6 inconnu et © est [’ensemble des
parametres 0 envisageables.

On notera simplement Xy, ..., X,, ~ P ’échantillon issue du modéle paramétrique
(Py, ©) en spécifiant bien l'espace des paramétres ©.

Exemple 3.1.4 Cas de l'expérience succes-echec : Xq,..., X, ~ B(0) avec 0 <
0 < 1 veut dire qu’on se place dans le cadre d’un échantillon issu de l’expérience
X qui a pour valeur 0 ou 1 (loi de Bernoulli), que cette loi dépend uniquement
de la probabilité de succes (X = 1) notée 0, que cette caractéristique est inconnue
est qu’on recherche a inférer dessus a partir de ’échantillon (Xy,...,X,). Dans
ce cas © =|0; 1].

Exemple 3.1.5
~ les statistiques X,,, S2, M, M"" et F,,(x) avec x € R fizé sont des statistiques
paramétriques,
— la statistique F,, est non-paramétrique.

Dans toute la suite de ce cours on se limitera au cadre d’un échantillon (X, ..., X,)
issu d’un modeéle paramétrique, ot la caractéristique a inférer est le paramétre 6.

3.1.4 Statistique exhaustive et statistique libre

Soit le modéle paramétrique X, ..., X, ~ Py avec § € O.

Définition 3.1.4 La statistique T,, sera dite exhaustive pour 6 si la loi condi-
tionnelle de ’échantillon (Xi,...,X,) sachant T,, = t n’est pas une fonction du
parametre 0 :

Py((X1,...,Xp) €| T, =1) ne dépend pas de 6.

Remarque 9 Lorsque la valeur prise par la statistique exhaustive T, est connue
(égale a t), alors 'échantillon (X1, ..., X,) ne fournit plus d’information sur le pa-
rameétre inconnu 6 car sa loi ne dépend plus de 0. La statistique exhaustive contient
toute linformation nécessaire a l'inférence de 6.
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On notera f(x,0) la densité de Py relativement a une mesure dominante et o—finie,
v. On va se restreindre au cas ou v est la mesure de Lebesgue (variables aléatoires
de loi absolument continue) et on retrouve la densité f notée fy ou la mesure de
comptage (variables aléatoires de loi discréte) et on retrouve le systéme Py(X = z).
L’indice 6 est ajouté aux notation usuelles f et P pour faire remarquer que la loi des
observations X; dépend de ce paramétre inconnu. L’existence d’une densité permet
de trouver facilement une statistique exhaustive grace au théoréme suivant :

Théoréme 3.1.4 (Théoréme de factorisation) Soit T une fonction mesurable
de (X", B,) — (¥,C). Alors T,, = T(Xy,...,X,) est une statistique erhaustive
pour 0 si et seulement s’il existe deux fonctions mesurables g :' Y x © — RT et
h: X" — RT telles que la densité f(x1,...,x,;0) de Uéchantillon (X1,...,X,) se
mette sous la forme

flzr, ..o xn;0) = h(zy, .. xn)g(T (21, ..., x0), 0).

Démonstration : On ne montre que I'implication “densité factorisée” implique “iden-
tification d’une statistique exhaustive”.

Soit ¢ la densité conditionnelle de (X1, ..., X,,) sachant que T'( X3, ..., X,,) = t.
Soit T74(t) = {(x1,...,1,) € R" / T(xy,...,2,) = t}. On peut alors écrire

f@r, o 20 0)py o ey=t

£($1a 7:En)
fT_l(t) flxy, ..o 20 0)dv®™(xy, ... 2y)
_ h(z1, ..., 2,)9(t,0)
9(£.0) [ h@r, - @) dvE (@, . )
B h(zy,...,z,)
fT—l(t) (g, ) dv®™ (2, . )
La fonction ¢ ne dépend plus de # donc le résultat est prouvé. O
Exemple 3.1.6
- Soit Xq,..., X, ~U[0,0]. On a
1
f(xla <oy I 0) = Q_n]'ogminlﬁiﬁn milsuplgign z;<0-

En posant
1
h(X) = 10§min1§ign z; et g(T<x17 e 7xn>7 9) = e_an(wl,...,zn)SG

on déduit que T(X1,...,X,) = maxi<j<, X; = X)) est une statistique
(d’ordre) exhaustive pour 6.
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- Soit X ..., X,,~E&(0). On a

fxy,...,x,,0) = 0" exp (—9 ij>
j=1

et donc
T(Xy,.... X)) =) X;
est bien une statistique exhaustive pour 6.
- Soit X1,...,X, ~P(0). On a

92?:1 Zj

H?:l ;!

flzy, ... xn N = e

et donc

T(Xy,... X)) =Y _X;
j=1

est bien une statistique exhaustive pour 6.
~ Soit Xq,..., X, ~ N(u,0?). Alors la statistique

I 1 <
j=1 j=1

est une statistique exhaustive pour 0 = (u,c?).

La statistique libre est 'opposé de la statistique exhaustive : c¢’est une statis-
tique qui ne contient pas d’information pour I'inférence du paramétre 6.

Définition 3.1.5 Une statistique T d’un modéle paramétrique est dite libre si sa
loi ne dépend pas du paramétre 6.

N’apportant aucune information pour ’estimation du paramétre 6, une statistique
libre est ce qu’on appelle un paramétre de nuisance.

3.2 Information au sens de Fisher

On définit dans cette section une quantité mathématique mesurant l'informa-
tion contenue dans un modele statistique. On verra dans la section suivante que
cette définition d’information due a Fisher concorde avec I’heuristique faite sur
les notions de statistique exhaustive et de statistique libre, a savoir la premiére
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contient toute I'information de 'échantillon (X3,. .., X,,) pour inférer sur 6, la se-
conde ne contient au contraire aucune d’information pour inférer sur 6.

Soit le modeéle paramétrique (P, ©). La définition de l'information de Fisher
dépend de la notion de Score. Pour que cette notion soit bien définie, on suppose
que les hypothéses suivantes sur la densité f(z,0) de P, relativement & la mesure
dominante v sont satisfaites. On se place dans le contexte d'un modeéle régulier :

Définition 3.2.1 Soit (P, ©) un modéle paramétrique. On note f(z,0) la densité
de Py relativement & la mesure dominante v (mesure de comptage ou mesure de
Lebesgue). Le modele (Py, ©) est régulier si les 4 hypothéses suivantes sont satis-
faites :

(H1) L’ensemble des paramétres © est un ouvert de R pour d fini et
f(z,0) >0 <= f(x,0) >0, V0,0 € ©.

(H2) Pour v presque tout x, les fonctions 6 — f(x,0) et 0 — log f(z,0) sont
deux fois continiment dérivables sur ©.

(H3) Pour tout 0* € © il existe un ouvert Up- C © contenant 6% et une fonction
borélienne A(z) tels que

IVo(log f(z,0))| < A(z) et |Hy(log f(z,0))] < Alz)

pour tout § € Uy« et v-presque tout v € X, et

/A(:v) sup f(z,0)dv(zr) < oo.
(H4) La matrice —Eq¢[Hy(log f(X,0)] de taille dx d est symétrique définie positive
pour tout 6§ € ©.

Exemple 3.2.1 Les modeéles de Poisson (P(0),60 > 0), exponentiel (E(N), A > 0)
et Gaussien (N (p, 0%), RxR* ) sont réguliers mais le modele Uniforme (U0, 6], 60 >
0) ne vérifie pas (H1).

Supposons par la suite que le modéle paramétrique (X, Py) soit régulier. Alors on
peut définir la notion de vecteur score :

Définition 3.2.2 On appelle score pour une expérience aléatoire X ~ Py le vec-
teur aléatoire S(X,0) définit par

dlog f(X,0)  dlog f(X, 9))T

S(X,e)zve(logf(Xﬁ))=< 90, 7 o6,
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Propriété 1
— Le score est un vecteur aléatoire centré
Eo(S(X,0)) = 0.

Notons que ’espérance Ey est prise par rapport a Py, ot 6 a la méme valeur
que dans ezpression S(X,0).

— Le vecteur score est additif : soient X etY deux variables aléatoires indépen-
dantes associées aux modéles statistiques (X, Py) et (¥, Qp). Alors S(X,0)
et S(Y,0) sont indépendants

S((X,Y),0)=5(X,0)+ S(Y,0), V0 € ©.
Ici (X,Y) est associé au modéle statistique (X X YV, Py ® Qg).
A partir du vecteur score on définit facilement 'information de Fisher :

Définition 3.2.3 L’information de Fisher d’un modéle paramétrique réqulier (P, ©)la
fonction qui & toute valeur du paramétre inconnu @ € © C RY associe une matrice

de taille d x d 1(0) vérifiant
1) = Eo[S(X,0)S(X,0)"]

2
Olog f(X,0) dlog f(X,0) dlog f(X,0)
m [(ea)] o [ e
2
dlog f(X,0) dlog f(X.0) dlog f(X,0)
] (o

On a les propriétés suivantes

Propriété 2 Par définition, 'information de Fisher est une matrice symétrique
définie positive en tant que matrice de variance-covariance du vecteur score (car
le vecteur score est centré). Pour tout 1 <1i,5 <d

8210gf(X,9)]

I;(0) = —E
() 9{ 96,00

Donc I(0) = —E[Hy(log f(X,0)] est une matrice symétrique définie positive sous
Uhypothese (H4).

Exemple 3.2.2 Soit X ~ N(u,0?), alors

2 = 0
[(,U/,O'):(Cb %)
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En effet,
log f(x %) L log 2 ! log o ! (x — p)?
o) =—= 7—=logo® — —(x —
g f(x, p, 5 log 5 logo® — (v — p)%,
& log f(x, p,0?) 1 & log (X, p, 0?) 1
ou? o? ou? o?

Plog fl,mo?) 11
(002)2 T 9g4 F(fc —p)* = —Ey [

2 2 . 2 2
Plog fx,p,0%) p—x ., {3 log f(X, p, 0 )] _o

Oudo? - ot Oudo?

Pour I’échantillon (X7,...,X,), le vecteur score S((X1,...,X,),0) sera noté
Sn(6) et Uinformation de Fisher associée sera notée I,,(6). Par indépendance, on a

Sn(8) = Vs (Z log f (X, 9)) = Z S(X;,6).

Or les vecteurs scores S(Xi,0),...,5(X,,0) sont iid (de méme loi que S(X,0)).
On a donc la relation

log (X, 1,00)] _ 1
(002)? 20

4

I,(0) = Var¢(S,(6)) = > _ Var,S(X;,60) = nl(6).
j=1
Enfin, remarquons que le TLC appliqué aux S(X;, ) donne immédiatement la loi
asymptotique du score. Pour tout § € © on a :

1

%sn(e) £ Ny (0,1(6)) .

3.3 Lien entre 'information au sens de Fisher et la
statistique

Le résultat suivant établit le lien étroit qui existe entre les notions de statis-
tique et d’information au sens de Fisher. Il valide la notion d’information choisie
par Fisher. Soit I,,(0) = nI(0) I'information de Fisher de I’échantillon (X, ..., X,)
issu du modele paramétrique régulier (P, ©).

Considérons T}, une statistique T(X1, ..., X,). Soit P la loi de la statistique
T, associé & Xy,..., X, ~ Py et soit Iz, (0) 'information contenue dans le modéle
régulier (P;~,©) (on suppose qu'il vérifie aussi (H1)-(H4)). On rappelle que pour
deux matrices A et Bona A< B < B — A est une matrice symétrique positive.
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Théoréme 3.3.1 Pour toute statistique T}, on a la relation suivante
I5,(60) < 1(0)

et
Ir,(0) = I1,(0) & T, est exhaustive, Ir,(0) =0« T, est libre.

Exemple 3.3.1 Soit Xi,..., X, ~ N(u,0?) et considérons la statistique

On sait que
n
;Tn ~ Xi—l'
Etant donné que x2_, = v((n —1)/2,1/2), on utilise la stabilité de la loi Gamma
pour obtenir T, ~ v((n —1)/2,n/(202)) de densité

- ]_ nT_l n— nt
an(t,O'Q) =TI (n 9 > <l> tTS 6720721t20'

202
Calcul de Uinformation de Fisher Ir, (0?) :

nt n—1

1 to?) = ——

n
log (;) + cste(t)
ot cste(t) est une constante qui ne dépend pas de o. D’ou la dérivée seconde

d%log fr,(t,0?)  nt n—1

J(02)? 0% 204
d’ou
n n—1 n—1 n-1 n—1
Ir (0% = —E(T,) — = — = .
7.(0) o (o) 204 ot 204 204

D’autre part, on sait que l'information de Fisher sur o contenue dans I’échantillon
Xi,..., X, vaut

I,(c%) = nl(c?) = i (par additivité de linformation).
o

Il s’en suit que pour une taille d’échantillon finie n, la variance empirique T,, = S>
n’est pas exhaustive pour o* puisque Ir, (0%) < I,,(c?).



Deuxiéme partie

L’estimation statistique
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Préambule

Soit X un e.a. a valeurs dans (X, B) avec X C R? issue du modéle statistique
(P, ©) avec © C R4

Définition 3.3.1 Le paramétre d’intérét 0 détermine complétement la loi Py, i.e.
0 est le vecteur composée de tous les parametres inconnus du statisticien.

La densité de Py par rapport a une mesure dominante o- finie v (mesure de comp-
tage dans le cas d’une loi discréte, la mesure de Lebesgue dans le cas d’une loi
absolument continue) sera notée f(z,6).

Dans le cadre de 'estimation ponctuelle, 'objectif du statisticien est de dé-
terminer la vraie valeur du paramétre 6 de la loi Py dont est issu 1’échantillon
(X1,...,X,). A partir de 'information fournie par cet échantillon (Xj,..., X,) le
statisticien utilise des statistiques T,, € ) pour approcher #, donc )Y = © et T}, ne
doit pas dépendre de 6 inconnu.

Définition 3.3.2 Toute statistique T,, € Y telle que Y = O est appelée un estimateur
(ponctuel) du parametre 6 € ©.

Un estimateur 7,, = T'(X7, ..., X,,) est donc un e.a. de ©. Une réalisation T'(z1, . .., x,)
de T, sera appelée une estimation de 6 et notée 0,. Par abus, la notation 0, désigne
aussi souvent ’estimateur. Nous étudions dans le prochain chapitre ’approche non
asymptotique pour une certaine famille de modéle. Puis dans un second chapitre
nous traiterons de ’approche asymptotique dans un cadre plus général. Dans un
troisiéme chapitre nous traiterons d’un autre type d’estimation : ’estimation par
régions de confiance.
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Chapitre 4

Approche non asymptotique

4.1 Critéres de comparaison d’estimateurs

Nous allons donner des critéres non asymptotiques de la qualité d’un estima-
teur. Soit T}, et T), deux estimateurs de 6. Ce sont des e.a. de © C R? pour d > 1.
On munit R? de la norme || - || associée au produit scalaire usuel.

4.1.1 Le risque quadratique

On doit donc choisir un critére qui permettra au statisticien de comparer dif-
férents estimateurs. Un bon critére est le risque quadratique :

R (T,,0) = Eq||T,, — 0.
On en déduit la définition suivante
Définition 4.1.1 Si, pour tout 0 € © on a
R,.(T,,0) < R.(T..,0),
et si il existe un 0’ € O tel que
R, (T,,0") < R,(T),0"),

alors T, est un meilleur (préférable) estimateur que T et T) est un estimateur
inadmissible.
Un estimateur T, est dit admissible si il n’existe pas d’estimateur meilleur que T,,.

L’erreur quadratique moyenne de 7, se décompose en deux termes, le biais et
variance de 'estimateur 75,.

37
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4.1.2 Décomposition biais-variance du risque

Définition 4.1.2 On appelle biais de l'estimateur T,, la quantité by(T,,) = Eq(T},)—
0. Un estimateur T,, de 0 est dit sans biais ou non-biaisé si

bg(Tn) =0 soit Eg(Tn> =4.

Exemple 4.1.1 Soit le modele (Py,0 = (n,0%) € R x RY%) tel que Eg(X) = p et
Vare(X) = o2. Alors T, = (Xp, S?)T est un estimateur sans biais de (1, 02).

Remarque 10 La définition du biais nécessite l'intégrabilité de T,, : By||T, || < oc.

Lorsque de plus T;, est de carré intégrable, i.e. Ey||T),||* < oo, on a la décom-
position biais-variance du risque quadratique :

EG[HTn - ‘9”2] = E9[||Tn —0- bH(Tn) + bG(Tn)||2]
= Eo[I|T5 — 0 — bo(T,)|I°] + [1ba(T)”
= Eo(T — 0 = bo(T))" (T — 0 = bo(T3)) + [[b0(T2) |
= Tx(Varo(T, — 0)) + [[bo(To)||* = Tr(Var o(T5,)) + [[bo(T:,)[I*.

ou Var (T,) est la matrice variance-covariance de T),. Cette décomposition permet
de se ramener a une discussion sur la variance pour les estimateurs sans biais.

4.1.3 Comparaison des variances des estimateurs sans biais

D’aprés la décomposition biais-variance, la comparaison d’estimateurs sans
biais revient a la comparaison de leurs variances; on parle alors d’efficacité. Dans
cette section, on se limite donc au cas ot 7}, et T sont deux estimateurs sans biais
de 6.

Définition 4.1.3 L’estimateur T,, est dit plus efficace que T, s’il est meilleur au
sens de la vartance :

Vare(T,) < Vare(T)), V€O et 30 €0, Varey(T,) < Vary(T)).

On dit que lestimateur sans biais T, est de wvariance minimale si Vargy(T,) <
Varg(T)) pour tout estimateur sans biais T, et pour tout 6 € ©.

On rappelle que pour deux matrices A et Bon a A < B < B — A est une matrice
symétrique positive et que A > B lorsque A — B est symétrique positive non
nulle. La notation Vary marque bien la dépendance de la variance du modeéle P
et donc du paramétre inconnu 6 € ©. Le critére d’efficacité n’a de sens que pour
discriminer les estimateur sans biais.
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4.1.4 Modeéles réguliers et efficacité d’estimateurs

Dans le cadre d’un modeéle régulier, c.f. Définition 3.2.1, I'information de Fisher
est bien définie (il n’y a plus de probléme d’intégrabilité). De plus, comme toute
matrice symétrique définie positive, elle est inversible. Il est alors possible de donner
un critére absolu pour les estimateurs de variance minimale en fonction de I'inverse
de I'information de Fisher.

Théoréme 4.1.1 Soit T,, = T(X3, ..., X,,) un estimateur sans biais de 0,0 € O
de carré intégrable Byl T, ||* < co. Alors on a

Vary(T,) > 1,1(0) = —=171(0).

n

La quantité I71(0) est appelée la borne de Cramér-Rao.

Démonstration : On note S = S((Xi,...X,),0) = Vylog f((X1,...,X,),0) le
vecteur score. On sait que Ey(S) = 0 et Vary(S) = I,(f) pour tout § € ©. D’autre
part, T,, étant un estimateur sans biais de ¢, on a Ey(7;,) = 6 donc en dérivant

/n To(ar, o) (Vof (@ 20), 0 du(z) = L.

Le vecteur score s’écrit f((z1,...,2,),0)S((z1,...,2,),0) = Vof((z1,...,24),0)
et on obtient Ey(T,,ST) = I; (= E¢(STY)).
En utilisant ce qui précéde et le fait que I7 = I, pour tout 6, on a

Varg(I71S —T,,) = I;'Var g(S,) I, — I 'Eg(ST!) — By(T,ST) I ! + Var (T),)
= Var (T,,) — I, *.

Comme Var (T,,) — I;! s’exprime aussi comme une matrice de variance-covariance

(positive), le théoréme est prouvé. O

Définition 4.1.4 Un estimateur sans biais T,, dont la matrice de variance-covariance

satisfait [’égalité

Vare(T,) = I, '(0)

est appelé un estimateur efficace.

Remarque 11
— Le critere d’efficacité n’a de sens que pour discriminer les estimateur sans
biais.
— Un estimateur efficace est de variance minimale.
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— Rien ne garantit l’ezistence d’un estimateur dont la variance atteint la borne
de Cramér-Rao.

— Un estimateur peut étre sans biais, de variance minimale, mais ne pas at-
teindre la borne de Cramer-Rao, donc ne pas étre efficace.

— L’efficacité est une notion qui fait le lien entre la théorie de linformation
et Uestimation : plus linformation de Fisher est grande et plus la borne de
Cramer Rao est petite, i.e. plus on a une chance de trouver un estimateur
sans biais de faible variance.

Exemple 4.1.2 Soit le modéle paramétrique régulier (N'(p,0%),0 = u € R) .
Alors on calcule

D’autre part (cf. Chapitre 2)

Var(X,) = —,

n

donc la moyenne empirique est un estimateur efficace pour p.

Remarque 12 La variance de S? est plus petite que la borne de Cramer-Rao :
Vare(S2) = 20%(n—1)/n? < 20'/n = I,,(0?)~*. Ce n'est pas en contradiction avec
le théoreme de Cramer-Rao car S? est biaisé ! Lestimateur S, non biaisé, n’est
lui pas efficace car de variance plus grande Varg(S?') = 20*/(n — 1) > 20 /n =
I,(0®)~'. Pour comparer S?, biaisé et de variance plus petite, et S non biaisé et
de variance plus grande, il faut comparer leurs risques quadratiques. On trouve

R(S2,0%) = Vare(S?) + b,(0%)? = w + (0_2)2 —_ 2;‘4 _ 0_4

n? n n n?
20

<
n—1

= Vare(S?) = R(S¥, 0?).

. . . . /
Dans le modele gaussien, S? est donc un meilleur estimateur que S2 .

4.2 Modéles de la famille exponentielle

Dans le cadre de 'estimation ponctuelle, 'objectif du statisticien est d’obte-
nir le meilleur estimateur possible du parameétre inconnu § € 0. Le critére non
asymptotique de la variance minimale garantit I'optimalité d’'un estimateur sans
biais parmi la classe des estimateurs sans biais. Il est possible de construire de tels
estimateurs pour les modéles de la famille exponentielle.
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4.2.1 Définitions et premiéres propriétés

La plupart des lois usuelles font partie de ce qu’on appelle la famille exponen-
tielle.

Définition 4.2.1 Un modéle (Py,0 € ©) est un modeéle de la famille exponentielle
s’il existe des fonctions a valeurs réelles 8 — «;(0),0 — c(8), v — T;(z) et
x +— h(z) telles que la densité de Py soit de la forme

f(z,0) = c(0)h(z) exp <Z ozj(Q)Tj(x)> .

Exemple 4.2.1 Le modele (N (p1,0%),0 = (p,0%) € R x R%) est de la famille
exponentielle :

fw o) = ! exp (_M)

(0) = 1 _“_2 h(z) = b
avec c(f) = —exp 552 ) x s
1
m) =L @) =-=, Ti@ =z e D)=z
o 20

4.2.2 Notion d’identifiabilité

Dans le cadre de I'estimation statistique, la notion d’identifiabilité du modele
paramétrique est une condition naturelle, voir remarque ci-dessous. A 1’étape de
modélisation du probléme, il faut autant que possible la respecter.

Définition 4.2.2 Un modéle paramétrique (Py, 0 € ©) est identifiable ssi l'appli-
cation 0 — Py est injective.

La notion d’identifiabilité dépend de la paramétrisation choisie :

Exemple 4.2.2 Le modele gaussien (N'(0,02),0 = o € R\ {0}) n'est pas iden-
tifiable car a partir de la loi suivie par l’échantillon on ne distingue pas les cas
0 = o et 0 = —o. Par contre pour la paramétrisation usuelle @ = |o| > 0 (I’écart
type) il est bien identifiable (c.f. ci dessous pour une méthode effective pour prouver

lidentifiabilité).
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Remarque 13 L’hypothése d’intifiabilité est équivalente a, pour tous 0,0 € O,
viee X: f(x,0)= f(z,0) >0=60=40"

Supposons que (Py,0 € ©) ne soit pas identifiable. Alors il existe § # 0" 2 para-
metres distincts tels que Py = Py. Soit I’échantillon X4, ..., X, ~ Py ot 0 inconnu
est le parameétre a estimer. Comme Py = Py, linformation apportée par [’échan-
tillon ne permet pas de distinguer 6 de ¢'.

Pour un modéle paramétrique donné I'identifiabilité n’est pas facile & vérifier. Dans
le cas de la famille exponentielle, il est possible de vérifier facilement qu’un modéle
est identifiable avec le résultat suivant :

Proposition 4.2.1 Si (P, ©) est un modéle de la famille exponentielle tel que la
famille de fonctions (Tj(x))i1<j<, (définies sur le support {x € X / f(x,0) > 0})
soit affinement indépendante et tel que « : 0 — (a1(0),...,a,(0)) soit injective
alors ce modéle est identifiable.

Remarque 14
~ Les famille de fonctions (o) et (T;) ne sont pas déterminée de maniére
unique : on les identifie par rapport a l'expression de la densité. On choisit
ces familles les plus simples possibles de maniére a ce que le modéle soit
identifiable.
— La famille de fonctions (f1, ..., fx) est dite affinement indépendante ssi

a1f1+"’+akfk:ak+1 — alz...:ak:ak+1:0,

— Une famille réduite a une fonction (f) est affinement indépendante dés que
f n’est pas constante sur leur domaine de définition.

~ Une fonction « est injective si elle est contintiment différentiable (C*) et que
sa matrice Jacobienne (0c;/00;)1<i<r1<j<a €St continue et de rang d (r > d)
en tout point § € ©. On dit alors que o est C* de Jacobienne de plein rang.

— Une fonction a valeur réelle o est injective si elle est continiment dérivable
de dérivée non nulle.

Proposition 4.2.2 Soit X,,...,X,, ~ Py un échantillon issu d’un modeéle de la
famille exponentielle régulier vérifiant les hypothéses de la Propostion 4.2.1, alors

T, — (iTl(Xi), N .,iTr(Xi))

est une statistique erhaustive appelée la statistique exhaustive complete. Elle est
unique a un facteur multiplicatif prés.
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Démonstration : La densité de 1’échantillon est de la forme :

n

f(@1, . 2a),0) = c(0)" [ ] hla:) exp (Z () Tj(:l:i)> .

i=1 =1

D’aprés le théoréeme de factorisation, on trouve donc la statistique exhaustive T,
pour le parameétre #. Elle est unique & un facteur multiplicatif prés car sinon on
est en contradiction avec 'hypothése d’indépendance affine. O

Tous les modéles classiques munis de leur paramétrisation classique sont iden-
tifiables :

Exemple 4.2.3
— Dans le modele gaussien (N (p,0?),0 = (p,0%) € R x R%), on est dans la
famille exponentielle avec

1
&1<9) = %7 052<9) = _ﬁ, Tl(ﬂf) =ux, et T2<x) = 1’2.

On vérifie que (T, Ty) est une famille de fonctions affinements indépendantes
(en choisissant par exemple v = 0,1 et —1). De plus o est C' car de Jaco-
bienne

matrice de déterminant o~%/2 non nulle donc de rang 2 donc de plein rang.
Le modele (Py,©) est donc identifiable et la statistique exhaustive complete

vaut ; .
T, — (in,ZXf).
i=1 i=1

~ Dans le modele gaussien (N (p,02),0 = o > 0) (u est connu) on a la densité

2

1 (z —p)
x,0) = ex ( — —)
fl@,0) = 5= exp 50
On reconnait un modéle de la famille exponentiel avec ai(0) = —1/(20)
et Ty(z) = (x — w)? (valable car p est connu). Ces 2 fonctions sont non

constantes et o est différentiable injective donc le modéle est bien identifiable.
La statistique exhaustive complete du modele est T, =y " (X; — p)?.
— Soit (B(m,p),0 <0 =p<1), ona alors

f(z,0) =C5 (1 —p)™exp (x log (ﬁ))
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On reconnait un modéle de la famille exponentielle avec c(0) = (1 —0)™,
h(z) = CF, Ti(x) = = et ay(0) = log(p/(1 — p)). La fonction T n’est pas
constante et la fonction oy est dérivable de dérivée continue 1/(p(1—p)) # 0
donc de rang 1 donc de plein rang. Le modéle (Py, ©) est identifiable et sa
statistique exhaustive compléte est ;| X;.

Soit (y(a, B),0 = (a, B) €]0,00[%), alors pour x >0, on a :

(67

£, 6) = % exp (=B @ + log(z)(a — 1))

On est bien dans la famille exponentielle ot on identifie a(0) = (=5, — 1)
et (T1,Ty)(x) = (z,log(z)). Comme Jy(a(0)) = Idy continue de plein rang
le modéle (P, ©) est identifiable et sa statistique exhaustive complete est

T, = (ix zn: log(Xi)>.

4.3 Estimation non asymptotique dans la famille

exponentielle

4.3.1 Théoréme de Lehmann-Scheffé

Il est possible de déterminer un estimateur sans biais de variance minimale

dans un modéle de la famille exponentielle identifiable. Soit (P, ©) un modéle de
la famille exponentielle identifiable. Rappelons que

S, = (ZTl(XZ-), e ZTT(XZ-))

est une statistique exhaustive. Afin de pouvoir parler de variance, nous allons
supposer le modéle régulier :

Proposition 4.3.1 Un modele de la famille exponentielle vérifiant les hypothéses

de la Proposition 4.2.1 et tel que v est 2 fois contindment différentiable et Eg(Tf(X)) <

oo pour tout 1 < j < r alors le modéle (P, ©) est identifiable et régulier.

Le principal résultat de ce chapitre est le suivant

Théoréme 4.3.1 (Théoréme de Lehmann-Scheffé) Soit un modeéle de la fa-
mille exponentielle identifiable et régulier vérifiant les hypothéses de la Proposition
4.83.1. L’ unique estimateur de 6 sans biais de variance minimale est ['unique fonc-
tion de la statistique exhaustive compléte T, sans biais.
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Exemple 4.3.1

~ Dans le modele gaussien (N (p1,02),0 = (1, 0%) € RxR%) on déduit du Théo-
réeme de Lehmann-Scheffé que (X,,, S?'), fonction de T, = (327, Xi, >, X?),
est [’estimateur sans biais de variance minimale.

~ Dans le modéle gaussien (N (p,0?),0 = 02 > 0) (u est connu), Uestima-
teur (X — )2, est Uunique estimateur sans biais de variance minimale car
fonction de T,, = > 7 (X; — p)?.

— Soit (B(m,p),0 < 0 = p < 1) identifiable avec > | X; la statistique exhaus-
tive compléte. Donc X, est Uestimateur de variance minimale.

4.4 Efficacité et modéles de la famille exponentielle

Dans un modeéle de la famille exponentiel identifiable et régulier I'information
de Fisher est bien définie ainsi que la borne de Cramer-Rao. Il est donc naturel
de comparer la variance d’un estimateur avec cette borne. Si elle sont égales,
Iestimateur est efficace et c’est aussi 'unique estimateur sans biais de variance
minimale. Si ce n’est pas le cas, I'estimateur peut tout de méme étre de variance
minimale ; le modeéle n’admet alors pas d’estimateur efficace.

Exemple 4.4.1 Dans le cas gaussien (N (i,0?%),0 = 02 > 0) : -
— Dans le modéle gaussien (N (i, 0%),0 = (u, 0?) € RxR*) identifiable (X, S?')

est l’estimateur sans biais de variance minimale. Il n’est pas efficace car

2072 202

n—1 n

VG//’@(SZ/) =

~ Dans le modele gaussien (N (u,0%),0 = o> > 0) (u est connu) identi-

fiable (X — )2, est Uestimateur de variance minimale. Il est efficace car

Vrg((X —p,) = (uy— 02)/n = 20°/n.
- Soit (B(m,p),0 < 0 = p < 1) identifiable avec X,, l'estimateur de variance
minimale de variance mf(1 — 0)/n = I,71(0) donc efficace.

La notion d’efficacité est souvent trop forte et n’est utile que dans un petit
nombre de modeéles. On lui préfére celle de variance minimale dans le cas d'un
modéle de la famille exponentielle ou celle d’efficacité asymptotique dans le cas
d’un modéle régulier, c.f. chapitre suivant.
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CHAPITRE 4. APPROCHE NON ASYMPTOTIQUE



Chapitre 5

Approche asymptotique

5.1 Critéres asymptotiques

Nous allons voir que 'asymptotique simplifie souvent la comparaison de divers
estimateurs. En particulier ce cadre permet de s’affranchir du cadre d’estimateur
sans biais.

5.1.1 Estimateur asymptotiquement sans biais

Définition 5.1.1 Un estimateur T, de 0 est dit asymptotiquement sans biais si

lim by(7,,) =0 soit lim E(T,) =6.

n—o0 n—oo

De nombreux estimateurs biaisé sont asymptotiquement sans biais. Cette hypo-
these est souvent plus réaliste dans des cas pratiques.

Exemple 5.1.1 Supposons que X soit de carré intégrable, i.e. Var(X) = X% < oo.
La variance empirique

i=1
est un estimateur biaisé de 0% qui est asymptotiquement sans biais :

n —

E(S?) = ¥? — %% lorsque n — oo,

n

Dans le cadre asymptotique, différents modes de convergence de I’e.a. T;, vers 8 sont
envisageables. Le biais n’est pas un mode de convergence classique en probabilité,
on lui préfére les convergences en probabilité ou presque stirement.

47
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5.1.2 Estimateur convergent

Définition 5.1.2 Un estimateur T,, est convergent (ou consistant) s’il converge
en probabilité vers 6

1i_>m Py(||T,, — 0| >€) =0, Ve>O0.

On notera T,, -2 0 (en omettant indice 0 pour la loi P).

Cette notion est souvent plus forte que la notion d’asymptotiquement sans biais :

Proposition 5.1.1 Un estimateur T,, asymptotiquement sans biais qui vérifie en
plus Tr(Vare(T,)) — 0 est convergent en moyenne quadratique (dans L?), i.e. son
risque quadratique R(T,,0) tend vers 0.

Réciproquement, un estimateur T, convergent et tel qu’il existe X intégrable véri-
fiant ||T,,|| < X est asymptotiquement sans biais.

Démonstration : Pour le premier point, d’aprés la décomposition biais variance,
I’estimateur 7, est donc convergent par comparaison des modes de convergence.
Pour le second point, on utilise le théoréme de convergence dominé.

Définition 5.1.3 Un estimateur T,, est fortement convergent (ou consistant) s’il
converge presque sirement (p.s.) vers 6

Py(lim T, = 6) = 1.

n—oo

On notera T,, 225 6.

Un estimateur fortement convergent est convergent d’aprés la comparaison des
différents modes de convergence.

5.1.3 Efficacité asymptotique d’un estimateur

Cette notion n’est valable que pour les estimateurs asymptotiquement sans
biais (donc pour la plupart des estimateurs convergents et, a fortiori, fortement
convergents).

Lorsqu’on compare deux estimateurs convergents dans un cadre asymptotique,
il est naturel de comparer les variances de leurs lois asymptotiques respectives, qui
est en générale la loi normale :

Définition 5.1.4 Un estimateur T,, de 8 est asymptotiquement normal si il satis-
fait un TLC : il existe X2(0) une matrice symétrique positive de dimension d X d
telle que

Va(T, — 0) 5 Ny(04,22(6)).
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La matrice de variance-covariance ¥ ne dépend pas de n. On 'appelle abusivement
la variance asymptotique de T,,.

Proposition 5.1.2 Un estimateur asymptotiquement normal est nécessairement
fortement convergent.

Démonstration : Soit T, un estimateur asymptotiquement normal de variance
asymptotique définie positive, i.e. tel que

VS (0) 7T — 0) = Na(04, ).

Or, la convergence en loi étant stable par transformation continue, si on applique
la fonction * — ||z||> = zTx continue on obtient, comme Z = ||N||?> ~ x? si
N ~ Ny(0g4, I;) par définition :

(T, — 6)"S2(0) (T, — 0) <5\
La convergence en loi implique pour tout € > 0 I’équivalence pour n grand
P(v/n(T, — 0)"S%(0) " (T = 0) = €) = P(|IN|* = v/ne).
Mais d’aprés la densité d’une x3 on a pour n grand

B(N? > vne) < (Ve exp(—/ned/2)

qui est elle méme une série convergente. Par le théoréme de convergence dominée,
on trouve donc pour tout € > 0

> P((T, = 6)'S*(0) (T — 0) =€) < 400

n>0

et on conclut par Borel-Cantelli que /n(T, — 0)7S2(8)"1(T, — 6) £ 0. Enfin,
il est facile de voir que pour tout 6 on a Np(u) = u?X?(0)"'u qui est une norme
vectorielle sur R?. Comme toutes les normes sont équivalentes, la convergence p.s.
vers 0 du vecteur 7}, — 6 pour cette norme implique sa convergence p.s. vers 0 pour
la norme usuelle, autrement dit 7;, est bien fortement convergent.

Définition 5.1.5 Soient T,, et T! 2 estimateurs asymptotiquement normauz de
0. Alors T, est asymptotiquement plus efficace que T} si, notant ¥ et ¥ leurs
variances asymptotiques respectives, on a

SO)<Y(0), VOO et 30 cO, $@)<30).
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Définition 5.1.6 Un estimateur est asymptotiquement efficace lorsqu’il est asymp-
totiquement normal et que sa matrice de variance covariance limite X(0) = I71(0),
i.e. 1l atteint la borne de Cramer-Rao asymptotique.

Exemple 5.1.2 Dans le modéle paramétrique régulier (N (u,0?),0 = (u,0?) €
R x R%), la variance empirique S? est un estimateur asymptotiquement efficace
de o%. En effet, linformation de Fisher pour o2, notée I,(0?) vaut I,(6)??, soit
nl(0)?>? = n/(20*). D’autre part, on a vu que dans le cas gaussien Varg(S?) =
204 (n—1)/n?. D’ow le résultat pour S?. Il en va de méme pour S car Vary(S?') =
n?/(n —1)>Varg(S2). Il n'est pas possible de distinguer S> et S?' selon un critére
asymptotique : ils sont tous les 2 aussi bons, a savoir asymptotiquement efficaces.

Remarque 15
— La convergence en loi n’entraine pas nécessairement la convergence des ma-
trices de variance-covariance donc un estimateur peut étre asymptotiquement
efficace sans pour autant avoir

lim nVary(T,)I1(0) = Vary(T,)1,(0) = 1.

n—o0

En particulier il existe des estimateurs dont la matrice de variance-covariance
asymptotique est plus petite que la borne de Cramer-Rao asymptotique.
— Un estimateur efficace pour nng avec ng fixé est asymptotiquement efficace.

5.2 Les Z-estimateurs

Les Z-estimateurs sont des généralisations des moments empiriques. On donne
la définition formelle puis on étudie des cas particuliers.

Définition 5.2.1 Soit une fonction
P: X x0— R
intégrable par rapport a Py pour tout 0 € O et telle que
Eo(®(X,0)) = Oq.
Tout estimateur T,, = T'(Xy, ..., X,) qui vérifie

1 n
=3 (X, T,) = 0q
n =1

est appelé un Z-estimateur.



5.2. LES Z-ESTIMATEURS o1

5.2.1 Les moments empiriques

Le parameétre inconnu 6 est un moment lorsque 6 = Ey(X") dans le cas X =
R. Les moments empiriques d’ordre r sont des Z-estimateurs pour la fonction
O(x,0) =a" — 0.

5.2.2 La méthode des moments

Supposons qu'il existe une fonction g : © — R? inversible et d-moments (non
centrés) m;;, 1 < j < d tels que

9(0) = (myy,...,my,)".

[’estimateur obtenu par la méthode des moments (MM) est alors donné par la
formule

T, =g Y(M™ ... M),

C’est un Z-estimateur car solution du systéme
1 n
= (X, Ty) = 04
[

avec ®(z,0) = (z1,... 2')T — g(0).

Exemple 5.2.1 Soit le modeéle exponentiel (£(0),]0,00[). On sait que Ey(X) =
0=' et que Eg(X?) = 2072 La méthode des moments fournit donc 2 estimateurs
distincts T et T? de 0, selon qu’on utilise le moment d’ordre 1 avec gy(x) = 27!
ou le moment d’ordre 2 avec go(x) = 2x72. On obtient

1 2
le —1 ]\4'1 B — et T2: ~1 M2 = —.
Ce sont 2 estimateurs biaisés, pour les comparer il faut comparer leurs risques
quadratiques respectifs.

La méthode des moments permet trés facilement de construire des estimateurs
pour des lois qui ont des bonnes propriétés de moments. Elle ne peut pas étre
utilisée si X ~ Py n’est pas intégrable :

Exemple 5.2.2 Soit le modéle de Cauchy (Py,R) tel que
1
(1 + (z—0)?)
Alors xf(x,0) ~ 0(x — 0)~% au voisinage de 0 # 0, ou xf(x,0) ~ 1/z si 0 = 0

n’est pas intégrable sur R. On en déduit que X n’est pas intégrable, m, pour r > 1
n’existent pas et la méthode des moments est inutilisable.

f(l',e) =
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5.2.3 La méthode des moments généralisés

Tout Z-estimateur qui n’est pas obtenu par la méthode des moments est un
estimateur obtenu par la méthode dite méthode des moments généralisés (MMG).
Reprenons 'exemple du modéle de Cauchy

Exemple 5.2.3 Soit le modéle de Cauchy (Py,R) tel que

1
0) = .
[0 = T w =)
On remarque que, ou signe(x) =1 ssi x > 0, signe(x) = —1 sinon, on a
1 00 —0
Ey(signe(X)) = /IRsigne(:p)f(x,Q)dx = {/9 . j_UUQ — /Oo . jl_uu2]

en posant les changement de variables u = x —60. Comme la primitive de (1+u?)~!

est Arctan(u), on trouve
: Lm T
Ey(signe(X)) = — [5 — arctan(—6) — arctan(—0) — §] = 2arctan(0) /.
T
En posant ®(z,0) = signe(x) — 2arctan(f)/m on trouve le Z-estimateur de 0 :
T,, = tan (l z”: signe(Xi))
2

n

=1

5.2.4 Extension : les quantiles empiriques
On rappelle la définition d’un quantile :

Définition 5.2.2 Le quantile d’ordre a €]0,1] de X est noté q, et est donné par
la formule
¢o = inf{z € R tel que Fx(z) > a}.

Remarque 16 Dans le cas discret X € {x;}ie; = X alors q, = inf{z;, i €
I'| F(z;) > a}. En particulier q, € X.

Soit un modeéle paramétrique tel que le paramétre d’intérét inconnu soit 0 = q,.
On a g, qui est le plus petit réel tel que Fy(q,) > o qu’on réécrit :

Eo(1x<p) > a.

En posant ®(z,0) = 1,<9 — «, on obtient que 6 est I'infimum des points a qui
vérifient

EQ(I)(X, (l) > 0.

Contrairement au cas des Z-estimateurs, 1’égalité n’a pas forcément lieu.
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Exemple 5.2.4 Soit le modeéle P = B(p) avec p €]0, 1] inconnu, on s’intéresse a
0 = qos la médiane. Si 1 > p > 1/2 alors par définition 0 =1 et Eg®(X,0) =1 #
0,5.

Par extension, on estime ¢, par T}, qui réalise 'infimum des a

1 n
- E 1Xi<a Z Q.
n < -

=1

On appelle T}, le quantile empirique :

Définition 5.2.3 Le quantile empirique vaut T,, = X(fna1) 00 (X, ..., X)) est
I’échantillon ordonné et [y] est le plus petit entier plus grand que y.

Le quantile empirique est une statistique d’ordre.

Dans le cas ou F' est absolument continue, le quantile empirique 7;, est un
estimateur fortement convergent et asymptotiquement normal :

Théoréme 5.2.1 Soient (Py, 0 = g, € R) un modéle paramétrique tel que Py soit
absolument continue, i.e. admette une densité notée fy par rapport a la mesure
de Lebesgue. Soit o €]0,1] et soit T,, le quantile empirique d’ordre o, alors il est
asymptotiquement normal

VT, — 0) =5 N (0%) .

5.3 Les M-estimateurs

On commence par donner la définition formelle des M-estimateurs puis on
étudie des cas particuliers.

Définition 5.3.1 Soit une fonction
UV: Xx0-—->R
intégrable par rapport a Py pour tout 8 € © et telle qu’on ait
argmax Ey(VU(X,a)) = 6.

a€®

Tout estimateur T,, = T(Xy,...,X,) qui vérifie

n

] — 1
NU(X,LT) = =N WX,
n; (X;, Ty) rgeagn; (X;,a)

est un M -estimateur.
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5.3.1 Paramétre de localisation

Soit (Py, 0 € © = R) telle que € soit le paramétre de localisation : il existe une
fonction de répartition F' telle que

— si X ~ Py alors Pp(X <z)= F(x —0) pour tout x € X =R et tout § € R,

~ 81t X ~ F alors E(X) =0 et E(X?) < o0.

Exemple 5.3.1 Dans le cas du modéle Gaussien N (1, 0?), p est le paramétre de
localisation quelque soit la valeur de o®.

On a a — Ey(X — a)? qui est bien définie et de dérivée premiere —2Eq(X) + 2a,
de dérivée seconde 2. C’est une fonction convexe qui a un unique minimum en
a=Ey(X) = [adPy(z) = [(x+ 0)dP(x) = 6. En notant ¥(z,0) = —(z — 6)?
on obtient ainsi un M-estimateur 7T;, de 8 vérifiant

Z(Tn - X)) = max (a — X;)”.

i=1 i=1
Remarque 17 On obtient T,, = X,, comme estimateur de Ey(X) = 6. Attention,
dans le cas du modeéle exponentiel E(N) alors Ex(X) = 1/X nest pas un paramétre
de localisation car il n’existe pas de fonction F telle que P\(X < x) = F(x—1/)).

5.3.2 Estimateur des moindres carrés

On se place dans le cadre d’un modéle appelé modéle linéaire (simple) ot X =
R?, et on note les couples d’observations (X;,Y;)1<i<, issus du couple (X,Y) de
carré intégrable et qui satisfait la relation

Y:b1+b2X—|—E,

avec £ une v.a. centrée de variance o2 et indépendant de X. Les couples (X;,Y;)
sont indépendants entre eux mais les Y; dépendent de X;! Le Faramétre d’intérét
est 0 = (by,by) € © = R? quon estime avec T, = (T\", T\*)T obtenu par la
méthode des moindres carrés :

Y, - TW — TR X)2 = mj Y; — a1 — ax X;)%
Zz:;( n n ) (mglgl)%R? Zz:;( a; — ap )
T,, est un M-estimateur associé¢ a la fonction ¥((x,y), (b1, b2)) = —(y — by — bax)?

en vérifiant bien que le critere (ay,as) — Ey(Y — a3 — apX)? est minimal pour
(a1,a2) = 0 = (b1, by).
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5.3.3 Maximum de vraisemblance

C’est le plus important des M-estimateurs car il est associé a un choix de
U en accord avec la théorie de 'information, i.e. qui assure qu’en choisissant le
maximum pour ¥ =n"tY""  ¥(a, X;) on garde le maximum d’information (voir
les propriétés du maximum de vraisemblance dans le chapitre suivant).

Définition 5.3.2 On appelle vraisemblance de [’échantillon Xy,..., X, ~ Py en
a € O la v.a. a valeurs dans Rt définie par

L,(a) = f((X1,...,Xp),a),
i.e. la densité f((x1,...,x,),a) exprimée en les observations X; ~ Py.

Les variables X;,7 = 1,...,n étant iid, on a

n

X1, X)) = [ F(X,0).

j=1

Définition 5.3.3 Soit L,(a) la vraisemblance au point a € ©. On appelle esti-
mateur du mazimum de vraisemblance (EMV) la statistique T,, = T(Xy,...,X,)
telle que

L,(T,) = max L,(a).

Sous cette forme générale, 'EMV n’est pas un M-estimateur dans le sens ou le
critére & maximiser s’écrit sous forme d’un produit et non d’une somme. On déduit
des propriétés de 'EMV de sa définition :
Propriété 3

1. L’EMYV n’existe pas toujours.

2. 1l n’y aucune raison pour que 'EMYV soit sans biais.

3. L’EMYV n’a aucune raison d’étre unique.

Exemple 5.3.2 Soit (U]0,6],60 > 0) alors
et donc on trowve UEMV T, = sup,<;,, X; directement car lo<int,_;., x; = 1 p.s..

On peut montrer que T,, /0 ~ Beta(n, 1) i.e. la lot de la variable aleatozre T, admet
pour densité

1 1
1 po(X 6_”1 0<X (1) <X ()< = 6_”1[ SUP1<j<n X500 (0)

le'—‘

n—1

n
f(y,0) = yTlogy§0~

Il s’en suit que Eyo(T,/0) = n/(n+ 1) et by(T,)) = E(T,) —0 = —0/(n+1) #0
donc 'EMYV est ici biaisé.
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Exemple 5.3.3 Soient (U[0,0+ 1],0 > 0) alors tout estimateur T,, compris entre
SUP <ij<n, Xi — 1 et infi<i<,, Xi est un EMV de 0 .

Proposition 5.3.1 Si le modele (Py, ©) vérifie 'hypothése (H1) alors U'EMYV est
un M -estimateur avec V(zx,a) = log f(x,a).

Démonstration : L'hypothése (H1) étant satisfaite, le support S = {z € X / f(z,0) >
0} ne dépend pas de #. Par définition du support, les observations X; € S car
X; ~ Py et donc f(X;,a) > 0 pour tout 1 < ¢ < n. Pour tout a € O la vrai-
semblance L,(a) = [[i—, f(X;,a) est donc strictement positive. On peut donc
passer au logarithme, le logarithme étant croissante, 'EMYV est aussi le maximum
de U(z,6). Reste a vérifier que Ey(¥(z,a)) réalise un maximum global en 6. Soit
a € ©, par définition

m@w@ﬁmw%ﬂxmszwm@mwwwx

X

log (;Eii;) (z,0)dv(x).

La fonction x — —log(z) étant convexe, on utilise 'inégalité de Jensen et on
trouve

Eo(W(X,6)) — Eg(¥(X,a)) = /

X

f(z,a)
f(z,0)

donc 6 est un maximum global. O

m@@ﬂ»—m@@mnzﬁ%(ﬂ ﬂ%WMﬂ)—4%m—0

L’EMV est un M-estimateur qui maximise la fonction qui a a associe
1
" Z log f(Xi, a).
i=1

Définition 5.3.4 On appelle fonction de log-vraisemblance la fonction 1, qui a
a € © associe

(@) = = Y log /(X a).

L’EMYV est le minimisateur de la fonction de log-vraisemblance, issue du critére
a — —Ey(log f(X,a)). Par définition, si le modéle est régulier, I'espérance de la
matrice Hessienne de la fonction de log-vraisemblance au point 6 est 'information
de Fisher :

Eo[Ho(1(6))] = 1(6) > 0.
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5.4 Comparaison des Z et M-estimateurs

Sous des hypotheése de dérivabilité de la fonction ¥, on remarque que tout M-
estimateur est un Z-estimateur associé a la fonction ®(x,0) = Vy¥(x,0). Nous
nous bornons donc a I’étude asymptotique des Z-estimateurs.

Les propriétés asymptotiques des Z-estimateurs (convergence, normalité asymp-
totique) sont donnés sous des les hypothéses loi limite des Z-estimateurs. On ap-
pelle ® : X x © — R? une fonction vérifiant

Ey(®(X,0)) =0, pour tout 6 € O.

(i) Pour tout # € ©, on a Egsup,cq ||P(a, X)| < oo,

(ii) Pour tout € > 0, infj,_g)>c | Eo(P(X, a))|| > 0

(iii) Pour tout a € O il existe un ouvert V, C © contenant a et une fonction
borélienne g(z) tels que, pour tout a € V,

[Ja®(z,a)|| < g(z),  (da(Ja®(z,a))[| <g(z) et Ep(g(X)) < o0,

ot d,(J,P(x,a)) est la différentielle de la matrice Jacobienne de a — ®(x,a) €
R,

(iv) Pour tout 6 € O, on a Ey(||®(X,0)[]?) < oo.

Théoréme 5.4.1 Sous les conditions de loi limite des Z-estimateurs, le Z-estimateur

T,, solution de Y | ®(X;,T,) = 04 est asymptotiquement normal

(T, — 6) £y Na(04, Vs (6))

avec

Va(8) = (BolJo® (X, 0)]) ™ Varg [ ®(X, )] (Bo[Jp® (X, 0)]) """

Remarque 18

1. Si la fonction 0 — No¥(x,0) vérifie les conditions de loi limite des Z-
estimateurs, alors le M -estimateur correspondant est asymptotiquement nor-
mal

(T, — 6) £y Na(0g, Vi (6))

Vg (60) = (Bo[Hy U (X, 0)]) " Varg[Vo U (X, 0))(Bo[Hy U (X, 0)]) "

2. Par abus de notation, on note parfois T,, = é%M I’estimateur et ’estimation
obtenus par la MM, T,, = OSMM Pestimateur et estimation obtenus par la
MM généralisés et T,, = OMV Destimateur et [estimation obtenus par le MV.
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Dans de nombreux exemples, il est préférable d’utiliser les résultats connus sur
les statistiques empiriques (c.f. chapitre 2) qui interviennent dans les Z-estimateurs
de type moments ou moments généralisés :

Exemple 5.4.1 Soit le modele Gamma (y(p, \),0 = (p, \) €]0,00[?). On sait que

p(p+1)
)\2

Eo(X) = my = § et Eo(X?) =mg =

et donc ®(z,0) = (x —p/\, 2% — p(p+1)/A*)T. On résout le systéme et on trouve
p=m3/(my—m3) et \=my/(my —m?) dou

(Xn)? X
ne(Ts)

On utilise directement les résultats sur la moyenne et la variance empirique plutot
que de vérifier les conditions de loi limite des Z-estimateurs. On sait que

((5) () 2 0 (L 0r))

Reste a calculer pg et py dans le cas Gamma. On a facilement les moments (non
centrés) my = E(X3) = p(p + 1)(p+ 2)/X3 et my = p(p + 1)(p + 2)(p + 3)/A.
En développant le polynéme d’ordre 3 ou 4 dans l’expression de s et py et aprés
simplification, on obtient

_2p ; _ 3p*+6p
Ns—ﬁ € M4—T

et lexpression de la variance limite

s p/N\ 2p/\?
== (2p/A3 (2p +6p)/A4) '

En appliquant la §-méthode a la fonction g telle que (z,y) — (22 )y, z/y) differen-
tiable sur R x R de Jacobienne

Jglay) = (256/31 —xg/zﬁ) _

ly —x/y?
D’ou

Jg(p/ ) p/ A2 Tg(p/ N, p/ AT =
( 22 - ) (P/A2 2p/ N\ ) <2)\ A2/p>
Nfp =X p) \2p/X* (2p" +6p)/AT) \ =N =X*/p
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et on obtient finalement

2p(p+1) 2Xp+1)
V(T = 0) = N <02’ (QA(p +1) F6+ 2p)>> |

Sous les conditions de loi limite, tout Z-estimateur, et donc tout M-estimateur,
est asymptotiquement normale. Comparer 2 tels estimateurs (si ils existent) revient
donc a comparer leurs variances asymptotiques.

Théoréme 5.4.2 Sous les conditions de loi limite des Z-estimateurs, tout Z-
estimateur T,, solution de

1 n
=3 (X, T,) =04
n-
=1
est moins efficace asymptotiquement que ’EMYV (si il existe).

Démonstration : D’aprés le théoréme de convergence des Z-estimateurs, on sait
que T, est asymptotiquement normal de variance asymptotique

Vo (0) = (Eo[Jo®(X,0)])Var o[®(X, 0)] (Eo[Jo®(X, 0)]) .

Or, dans le cas de TEMV ® = Vylog f(X,0) est le vecteur score. En utilisant les
propriétés de celui-ci (cf. Chapitre 3) on obtient facilement

Va(0) = —(Eq[Hp log f(X,0)]) " = 1(6)~".

L’EMYV est donc asymptotiquement efficace. il suffit de prouver que Vg (6) > I71(6)
pour tout € O. Par définition d'un Z-estimateur, on a 6 — Ey(P(X,0)) = 04
comme fonction définie sur ©. En dérivant terme a terme, on obtient

0:/XJQ(@(L@))f(x,@)dV(x)+/X<I>(x,0)<]gf(a:,€)dl/(x)
=/){Je(@(fﬂa@))f(%@))dV(w)+/ ®(,0)[Volog(f(x,0))]" f(x, 0)dv(x)

X

autrement dit, en faisant apparaitre le vecteur score S(X,6)
Eo[Jp®(X,0)] = —Eo[®(X,0)S(X,0)"].

Pour simplifier les notations, on note par des majuscules les différents e.a. J =
Jo®(X,0), @ = (X, 0) et S = S(X,0) et on a obtenu Ey(J) = —Ep(®ST). Par
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passage au complémentaire, on a aussi Eg(J7) = —Ep(®1S). On rappelle qu’avec

ces notations, Vg(0) = Ey(J) " Var o(®)(Ee(J) )T = Var y(Ey(J)~1®). D’ou

Var (171(0)S +Ey(J)*®) = I 1(0)Var¢(S)I1(6)
+ IO Eg(SPT) (B (J) ™) + Eg(J) " Eg(®ST)I1(O) + Vi (6).

Par définition, I71(0)Varo(S)I~1(0) = I71(0) et d’apreés I'identité obtenue précé-
demment

THO)Eg(SOT) (B (J) ™M) = Eo(J) " Ep(@ST)IH(O) = —171(0)

d’ot Varo(I71(0)S + Eo(J)'®) = Vu(0) — I71(0) > 0 comme toute matrice de

variance-covariance. O

Remarque 19 La borne de Cramer-Rao asymptotique est la variance asympto-
tique minimale pour l’ensemble des Z- et M- estimateurs sous les conditions de loi
limites. Il existe toutefois des estimateurs dont la variance asymptotique est plus
petite que la borne de Cramer-Rao asymptotique. Ce ne sont pas des Z- ni des M -
estimateurs.



Chapitre 6

La racine de ’équation de
vralsemblance

Dans le chapitre précédent, on a vu que, lorsqu’il existe, 'EMV est ’estima-
teur le plus efficace asymptotiquement parmi les M- et Z- estimateurs sous des
conditions de loi limite sur la fonction de log-vraisemblance [,,. Pour étudier ’exis-
tence de 'EMV dans un modéle régulier, il est plus simple d’étudier 1’existence
de l'estimateur de la racine de ’équation de vraisemblance, appelée REV et noté
gy

ou plus simplement 6, (c.f. définition ci-dessous).

6.1 Conditions du premier et second ordre

Soit (P, ©) un modéle régulier. La fonction de log-vraisemblance [,, est bien
définie par

1(6) =~ D log (X..0).
=1

De plus, étant donné les conditions (H2) de dérivabilité satisfaites, 'EMV é% Veo
avec © ouvert est un Z-estimateur pour la fonction 6 — Vi, (0) :

X 1 & .
Voln(0p"") = == _ Volog f(X,0,") = 0 (6.1)
=1

Cette équation est appelée la condition du premier ordre ou condition nécéssaire
ou équation de vraisemblance (EV).

L’EMV est aussi par définition un minimiseur local de la fonction de log-
vraisemblance [,,. D’oul la condition du second ordre qui est une condition suffi-

61
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sante :

Hy (1, (M) = —= ZHQ log f(X;, 0M) > (6.2)
c’est a dire la matrice Hessienne de la fonctlon de log-vaisemblance est définie po-
sitive.

Définition 6.1.1 L’estimateur de la racine de ’équation de vraisemblance ou REV,

noté én, est, si elle existe, une solution de I’E'V.

Remarque 20

1. Si VEMYV existe, alors il coincide avec une REV. L’existence de 'EMYV et
celle de la REV sont donc liée, la seconde étant plus facile a étudier car ayant
liew sous des conditions plus générales.

2. Si la REV emiste et vérifie la condition du second ordre, alors il est un mi-
nimiseur local de la fonction de log-vraisemblance, i.e. un maximiseur local
de la vraisemblance. Mais ce n’est pas forcément ’EMV (voir discussion ci-
apres).

3. L’hypothése d’intégrabilité (H3) et la LFGN nous assure que

s

_% Zve IOg f(X],Q) p—> _EG[VQ log f(X> 9)] = _]EQ[S(Xa 9)] =

S Hylog F(X;.6) 2% —Eg[Hylog f(X,6)] = I(6).

donc sous (H4) et pour n suffisamment grand, les conditions du premier et
du second ordre ont des chances d’étre réalisées dans un voisinage de la vraie
valeur inconnue 6 qui régit la loi Py dont est issu ’échantillon (Xq,...,X,).

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes pour que REV et EMV coin-
cident :

Théoréme 6.1.1 Si © est un intervalle ouvert de la forme )0, 0[ pour 6,0 € (RU
{+o00})? alors une unique REV qui vérifie la condition du second ordre coincide
avec ['unique EMYV.

Démonstration : Comme la REV 6, vérifie la condition du second ordre, elle réa-
lise un minimum local de [,,. Montrons que si © est un intervalle alors c¢’est un
maximum global. La fonction 6 — Vyl,(f) s’annule en un unique point 0, de ©.
C’est une fonction continue donc elle est de signe constant de par et d’autre de 0,
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sur I'intervalle ©. Autrement dit én est un extremum global de [,,. Mais c¢’est aussi
un minimum local, donc c¢’est un minimal global et donc un EMV. Enfin, si il y
avait un autre EMV, ce serait aussi une REV distinct ce qui est en contradiction
avec I’énoncé donc 'EMYV est unique. O

6.2 Propriétés non asymptotiques de la REV

6.2.1 Exhaustivité et reparamétrisation

On s’intéresse ici aux propriétés non asymptotiques de 'TEMV. Dans un modele
paramétrique (Pp, ©) pas forcément régulier on suppose que 'EMV MV de 0 existe
et est unique : c¢’est I'unique maximiseur global de la vraisemblance L,,.

Théoréme 6.2.1 Si T, est une statistique exhaustive pour 6 alors Z’EMVQA%V est
une fonction de T,.

Démonstration : D’apreés le critére de factorisation, on peut trouver deux fonctions
positives h et g telles que

L.(0) = f(Xy,...,X,),0) = h(Xy,...,X,)9(T,,0).
LEMV MV satisfait par définition Ln(éﬁﬂi) > L,(0) soit g(T,,0MV) > ¢(T,,.,0)

pour tout § € ©. Comme tout estimateur, §)'" ne doit pas dépendre de 6 et que
le critére & maximiser ne dépend que de Tj, et 6, MV est forcément fonction de

T,. O

Remarque 21 I’EMV lui-méme n’est pas forcément une statistique exhaustif.

On prouve aussi que 'EMV est invariant par reparamétrisation.

Théoréme 6.2.2 (Théoreme de Zehna) Pour n’importe quelle application ¢ de ©
dans ©, si MV est unique alors Uestimateur o(0M") est un EMV de ¢(6).

Démonstration : On définit pour tout n € ¢(©) la fonction de vraisemblance de
n:

Ly(n) = sup Ly(6).
0:0(0)=n

On a supposé que 'EMV était le maximiseur global de L,, d’ou

sup L} (n) =sup L,(0) = Ln(éﬁw)
n€p(O) (JS(C]
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Or,
La(0)") = sup Ln(0) = L;(0(6)™)).
0€0 / @(0)=p(hTV)

Il vient que sup, e, )L (n) = L:(p(8,)) et donc (f,) (qui est clairement dans
©(0)) est bien un maximiseur de L} (pas nécéssairement unique). C’est donc un
EMV de (). 0

6.2.2 Cas d’un modéle de la famille exponentielle

Considérons un modéle de la famille exponentielle identifiable (FPp, ©) :

f(2,0) = c(6)h(x) exp <Z ajwm(x)) 7) exp (Z 0 (6)T) () + log(c <9>>> .

Si a € C? et Ep(Tj(X)?) < oo pour tout 1 < j < r alors le modele est régulier
et on vérifie automatiquement que la fonction 6 +— logc(f) € C?. On peut donc
calculer la REV 6, de 6, solution de la condition du premier ordre :

Théoréme 6.2.3 Soit (Py,©) un modéle de la famille exponentielle identifiable
et tel que Eo(Tj(X)?) < oo pour tout 1 < j < r. Alors si la REV 6, de 0 existe
et qu’elle est sans biais alors elle coincide aussi avec [’estimateur de variance
minimale.

Démonstration : On écrit 'EV dans le cas de la famille exponentielle :

L,0) = H ) exp <ZZO@ )+ nlog c(@))

=1 =1 j=1

[.(0) = cste—— Z Z a;(0)T;(X;) — log c(9)

=1 j=1
0log c(W, 1 o= Oy (
l = _— ] T (X, 1<k<r
VG n(Wn) 0= aek nz 8019 Z — =T

=1

Cette équation ne dépend que de la statistique exhaustive compléte

S, = (ZTl(Xi), o ZTT(XZ-))

donc si la REV existe elle s’exprime en fonction de .S, et la derniére propriété
découle du théoréme de Lehman-Scheffé. O
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Exemple 6.2.1
— Soit (N'(p,02),0 = i € R) alors UEV fournit une unique REV 0, = X,, qui
est aussi l'unique EMV car © est un intervalle et I”(6,) = 1/(202) > 0. De
plus, il est sans biais, c’est donc aussi [’estimateur sans biais de variance
minimale (unique d’apres le théoreme de Lehman-Scheffé).
— Soit (N (p,0?),0 = (p,0%) € R x R*) alors I’EV correspond au systéme

d’ou lunique REV 0, = (f1,62) = (X, 52) qui est aussi Uunique EMV car
© est un intervalle ouvert et la condition du second ordre est satisfaite :

H, (1, (6,)) = (% 0 > >0,

264

Par contre, S% étant biaisé, 0,, est biaisé et ne coincide pas avec 'estimateur
.. . .. v /
sans biais de variance minimale (X, S>).

6.3 Propriétés asymptotiques de la REV

Soit (P, ©) un modéle régulier qui n’appartient pas forcément a la famille
exponentielle. Dans ce contexte, il faut faire appel a I'asymptotique pour étudier
I’existence de la REV 0,, et en déduire celle de 'EMV.

Théoréme 6.3.1 Soit (Py,0) un modéle régulier identifiable, i.e. la fonction
0 — By est injective, alors a partir d’un certain rang il existe une suite de REV
0., qui est asymptotiquement efficace :

A~

Vb, — 0) =55 Ny(04, 171(0)).

Démonstration : La preuve se décompose en 2 parties. Dans la premiére partie, on
va montrer qu’a partir d'un certain rang il existe une suite de REV convergeant
vers 6. On montrera que celle-ci est alors nécessairement asymptotiquement effi-
cace dans un deuxiéme temps.

On note ¢, (a) = log(Ly,(a)/L,(8)) telle que

Volu(0) = 0 & Vb (6) = 0.



66 CHAPITRE 6. LA RACINE DE L’EQUATION DE VRAISEMBLANCE

D’apres la loi forte des grands nombres

0o 2] 2 5] -0

ou —K(6,a) < 0 d’apreés l'inégalité de Jensen appliquée a la fonction convexe x —
—log(z). De plus, on montre que K(0,a)= 0 si et seulement si f(X,a) = f(X,0)
avec probabilité 1, soit, en utilisant 'identifiabilité du modéle, # = a. Donc pour
tout e > 0 suffisamment petit pour que [0 — ;0 + €]¢ C O, il existe N, tel qu'on
ait :

Py(Vn>N., ¢n(0+e)<0)=1.

La fonction 1, (a) étant continue, elle atteint son maximum sur [§ — ¢,6 + ]
compact. Soit én le point le plus proche de € pour lequel ce maximum est atteint.
Par définition ¥(6,) > ,,(0) = 0 donc 6, ne peut étre égal ni a 0 —e ni a 6+ ¢
puisque 1, (6 £¢) < 0. Le maximum est réalisé en 6, a l'intérieur de l'intervalle et
0,, vérifie la condition du premier ordre sur v, et donc aussi celle sur la fonction
de log-vraisemblance : c’est bien une REV. On a donc Ve > 0 suffisamment petit,
dN. € N tel que

Py <‘v’ n> N., 3une REV 0, et |0, — 0| < e) = 1.

En particulier, dés que [0y — ;0 + €]¢ C © (toujours possible car © est ouvert)
on a

jo3 (v n > N., 3 une REV én) — 1,

donc a partir du rang N, il existe une suite de REV 0, Remarquons que par
construction cette suite de REV, étant choisi comme étant la plus proche de 6,
ne dépend pas de € (seul le rang N, dépend de ). Donc pour tout € > 0 on a en
particulier

lim P, (Hén —9 < e) ~1
n—oo

(la suite est méme égale a 1 & partir du rang N.). Donc a partir d’un certain rang
il existe bien une suite de REV 6,, qui converge vers 6.

Montrons que cette suite de REV én convergente est aussi asymptotiquement
efficace pour 8. On définit pour tout a € © la fonction

" S(Xj,a "
oula) = 2220 LS G (X, 0)

n
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Soit 1 < j < d un indice quelconque. D’apres le développement de Taylor a 'ordre
1 de la fonction ¢, au point 0, il existe 0, = (0,,;)]<;<, vérifiant
0= 9n,(0n) = @0y (0) + V(2n3)(0n)" (0 = 0) ot O € min(b, 0 5), max (8, 0n,:)),
soit I

(13(0) = 1;(0) = Vpnj(0n)) " (0n = 0) = 0 (0)
ou I; est le j-éme vecteur colonne de /. On sait que I'ensemble C(K) des fonctions
continues définies sur le compact K = {a € ©; |la — 0|| < e} et muni de la norme
uniforme |- || x est un espace de Banach. Sous (H3), on vérifie pour toutl <i,j <d
que

EQ”@Q log f(l’, a)/@@ZQJHK < 0.

Si 'V, est la dérivée par rapport a la i-éme coordonnée 0; et I; ; et le coefficient i, j
de l'information de Fisher, en appliquant la LFGN on obtient

Py (lim || Vi i(a) + Iis(a) | = 0) = 1.

Mais la convergence uniforme sur K et la continuité de a — V;p,, ;(a) entraine la
continuité de a — I, j(a) sur K.

Par hypothése, on sait que 8, — 6. En particulier, | Vi, (0,) + Li;(0)]| <
IVi0n;(0n) + L ;(0,)|| + 0 avec €, — 0 donc

Vion 0n) + L) < ([Vion; @n) = L;(00)]| + n
< | Vigns(a) = Lij(a)llx + 0 — 0.

Il s’en suit que pour tout 1 < 7 < don a
(1;(8) + 0p(1))" (b — 6) = @0 ;(60)

ot op(1) est un terme aléatoire qui tend vers 0 en probabilité. En écrivant la forme
vectorielle de ce systéme d’équation et en multipliant par \/n, on trouve

V(1(8) + 02(1)) (6, — 6) = Vg (6)

On conclut par le TCL appliqué aux vecteurs scores qui donne /ny,(6y) £y
N(0,1(6y)), le théoréme de Slutsky et la §-méthode sous (H4). O

Remarque 22 On vient de construire une suite de REV asymptotiquement effi-
cace comme €étant le maximum local le plus proche de 6. La construction théorique
de cette suite fait donc appel a la connaissance de 0 inconnu! En pratique on ne
peut donc pas utiliser cette suite de REV, d’ou le corollaire suivant.
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Corollaire 6.3.1 Soit (P, ©) un modéle régulier identifiable. Si, a partir d’un
certain rang, il existe une unique REV 0, alors elle est asymptotiquement efficace.

Démonstration : Dans la preuve du théoréme 6.3.1 on construit une suite de REV
qui est asymptotiquement efficace. Comme la REV 6, est supposée unique, elle
coincide nécessairement avec celle construite précédemment et est donc asympto-
tiquement efficace. a

Exemple 6.3.1 Soit le modéle réqulier (£(6),0 > 0) de vraisemblance
Ln(6) = gre 2= X

et de fonction de log-vraisemblance
" n Zj - J &v:

On trouve une unique REV 0, = (X,)~t. Soit on vérifie que le modéle réqulier
et identifiable, et d’apres le corollaire 6.53.1 cette suite coincide avec 'EMV car
© =|0, +oo| et la condition du second ordre est satisfaite et comme I(0) = 072 on
obtient l’efficacité asymptotique de 'EMV

Vb, — 0) =5 N(0,6%).

Soit on utilise le TLC et la 0-méthode pour obtenir la normalité asymptotique

~

Vb, —0) = N(0,6%)

et on remarque que la variance asymptotique atteint la borne de Cramer-Rao
asymptotique.

6.4 Conclusion sur ’estimation ponctuelle

En pratique, supposons que la modélisation de ’expérience renouvelable fournit
un modéele régulier identifiable (P, ©) tel que 6 — Py soit connu et tel que ’échan-
tillon observé (X1,...,X,) soit issu de la loi Py ou 6 est le paramétre d’intérét
inconnu. On écrit alors I’équation de la vraisemblance.

1. Si on obtient 'expression d’une racine de ce systéme, alors on vérifie que
cette racine coincide bien avec le maximum de la vraisemblance et on calcule
le biais et la variance de cet estimateur.
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(a) Si PEMV est biais¢, on le corrige pour obtenir un estimateur sans biais
puis calculer la variance de cet estimateur sans biais. Si ’estimateur
corrigé a une variance plus petite que la somme du biais au carré et de
la variance de TEMV, on le préfére a 'EMV.

i. Si on est dans un modéle de la famille exponentielle c¢’est ’estima-
teur de variance minimale.

ii. Sion n’est pas dans un modéle de la famille exponentielle on com-
pare sa variance avec la borne de Cramer-Rao pour voir si il n’est
pas efficace.

(b) Si PEMV est sans biais, on reprend les points i. et ii.

2. Sion n’obtient pas ’expression de la REV, alors on essaie la méthode des mo-
ments (généralisés ou non). Il faut vérifier que 'estimateur obtenu est asymp-
totiquement normal et comparer sa variance asymptotique avec la borne de
Cramer-Rao asymptotique. Si I’estimateur est asymptotiquement efficace, on
reprend les points (a) et (b).

Exemple 6.4.1 Soit le modele Gamma (y(p,A\),0 = (p,\) €]0,00[%), on peut
vérifier que c’est un modéle régulier de la famille exponentielle. la fonction de
log-vraisemblance vaut

n

W(0) =AD_ Xi= > (p—1)log(Xi) — nplog(A) + nlog(I'(p))

=1

et l’équation de vraisemblance est le systéme :

— >y log(X;) —log(A) +nI"(p)/T'(p) = 0
Yo Xi—np/A=0
On peut vérifier que ce systéme admet une unique solution qui est ’EMYV. Tou-

tefois, celle-ci n’a pas d’expression analytique car linverse de la fonction Gamma
n’en a pas. On utilise donc 'estimateur obtenu par la méthode des moments

(Xn)? Xy
n-(

qui est asymptotiquement normal

2(p+1) 2X\p+1)
(T, — 6) LN, (02, (2)\(p+ 1) %(3 + 217))) '

D’apres le théoreme de comparaison des M- et Z- estimateurs, on sait que cette

variance asymptotique est plus grande que la Borne de Cramer Rao asymptotique
I71(0).
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Chapitre 7

Régions de confiance

On se place comme précédemment dans le cadre d’'un modéle paramétrique
(Py, ©) ot le paramétre d’intérét 0 est inconnu. A partir de 'échantillon (X7, ..., X,,)
issu de la loi Py on veut inférer sur le paramétre 6. Plutot que de donner une valeur
approximative de 6, on cherche désormais & trouver un sous-ensemble de © dans
lequel le paramétre inconnu 6 a une forte probabilité d’appartenir. Pour cela, on
utilise une statistique 7, € Y qui n’est plus un estimateur ) # © mais un sous
ensemble de © : Y = P(O). On notera T,, = C,, pour différencier avec I'estimation
ponctuelle.

7.1 Définition

Soit 0 < a < 1 un niveau de risque fixé par le statisticien.

Définition 7.1.1 La statistique C,, € Y = P(O) est une région de confiance de
nweau (de confiance) 1 — o pour 0 si elle ne dépend pas du paramétre inconnu 6
et st,

Py0eC,)>1—a, pourtout € O.

La statistique C,, est une région de confiance de taille 1 — o pour 6 lorsque

Py eC,)=1—a, pourtout € O.

Remarque 23
— Par passage au complémentaire, le niveau de risque o correspond a une ma-
joration de la probabilité que le vrai paramétre 8 ne soit pas dans C,,.
— La région de confiance C,, dépend de v qui est connu par le statisticien, c¢’est
lui qui fixe le niveau de risque.
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La région de confiance (), est une statistique non paramétrique car I’ensemble des
sous ensembles de © noté P(O) est de dimension infinie (hormis le cas ou O est
fini). On se raméne & une statistique paramétrique en ne considérant que des sous
ensembles de forme particuliére de © :
— dans le cas unidimensionnel © C R (d = 1), on choisit C,, de la forme
C, = [An, B,] o A, et B, sont deux estimateurs de # vérifiant A, < B,.
La région de confiance obtenue est appelée intervalle de confiance.
— dans le cas multidimensionnel ® C R? avec d > 1, on choisit C,, de la forme
d’une ellipsoide :

Con={a €0 /| Pufa—W,)|* < M,}

ou W, est un estimateur de #, P, est une matrice aléatoire ne dépendant
pas de € correspondant a un changement de base et M, > 0 pour 1 <17 <d
est une statistique ne dépendant pas de 6 donnant la largeur de la région de
confiance dans cette nouvelle base.

Remarque 24 Dans le cas unidimensionnelle, un intervalle de confiance est cen-
tré en 'estimateur W, lorsqu’il est déterminé par les relations A, = W,, — M,, et
B, =W, + M,, avec M,, > 0.

Avant d’étudier la construction de telles régions de confiance, nous en donnons
un exemple connu :

Exemple 7.1.1 Soit le modele Gaussien (N(p,0°),0 = p € R) avec o0 > 0
connu. On considére alors lintervalle de confiance centré en X,, de largeur M, =
O—q{\ia/2/\/ﬁ >0

0 N

o _
Cn = [Xn - %qﬁa/% Xn+ ﬁ%w/z]
0U Gy, est le quantile d’ordre a/2 de la loi normale centrée réduite, i.e. FN(q{V_a/Q) =
1 —a/2 avec N ~ N(0,1).
7.2 Fonctions pivotales

Pour construire une région de confiance de taille 1—a;, on utilise une fonction pivotale
(réelle) :

Définition 7.2.1 La fonction aléatoire Q,,(0) € R du paramétre 6 dont on veut
déterminer une région de confiance est une fonction pivotale si c’est une fonction
de 6 dont la loi est connue.
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Une fonction pivotale n’est pas unique, en pratique on utilise la fonction pivo-
tale la plus simple possible.

Exemple 7.2.1 Dans le cas du modéle Gaussien multidimensionnel (Ny(0,%?),0 €
RY) avec ¥2? connu, d’apres le théoréeme de Cochran la statistique

Qu(0) = [l (X = O)|I* ~ X3
est une fonction pivotale dite du x>.

Une fois la fonction pivotale réelle obtenue et 0 < o < 1 fixé on détermine la région
de confiance de taille 1 — « grace a la proposition suivante :

Proposition 7.2.1 Soit Q,,(0) une fonction pivotale dont la loi est absolument
continue et soit 0 < a < 1 fixé. Alors pour tout 0 < ~v < a on obtient une région
de confiance de taille 1 — a de la forme

Cn(V) = S;l([q’?n’qufa+’y]> = {a S @ / q’?n S Sn((l> S qufa+'y}7

ot q?” est le quantile d’ordre v de la loi de Q,(0) :

Py(Qn(6) < ¢") = 1.

Par définition de la fonction pivotale, la loi de @Q),,(6) ne dépend pas de 6 donc q;q”
est bien définie : le quantile ne dépend pas non plus de 6 (qui reste inconnu).
Démonstration : 11 suffit de vérifier que

Pp(0 € Cr(7)) =1-«

soit par passage au complémentaire

Py(0 ¢ Co(7)) = a = Po(Qn(0) & [49", ¢ 1))
= PG(QTL(Q) < Q$n) + 1-— PQ(Qn(Q) S Q?—na-w)

par définition de C), et par définition des quantiles. O

Remarque 25

— Pour chaque 7y choisit correspond une région de confiance Cy, (7). En théorie,
il faut choisir v qui correspond a la région Cy,(7y) d’aire la plus petite possible.
En pratique, si la loi de la fonction pivotale est presque symétrique par rap-
port a son azxe modal (la verticale passant par son mode) et par symétrie on
choisit v = a/2. Sinon on choisit v = 0 ou y = « pour simplifier ’expression
de la région de confiance en comparant les aires de C,(0) et C,(«). Un loi
du X3 est presque symétrique par rapport & son aze modale si k est grand
(k xn) et ne lest plus si k est petit (k < d).



74

CHAPITRE 7. REGIONS DE CONFIANCE

— Dans le cas ot la fonction pivotale Q,(0) est réelle discréte, alors on ne peut

pas systématiquement obtenir des régions de confiance de taille 1 — « car
par définition des quantiles on peut avoir Pp(Q,(0) < q;") # ~. Par contre,
avec un procédé similaire il est toujours possible de trouver une région de
confiance de niveau 1 — a méme dans ce cas.

Exemple 7.2.2

~ Dans le cas Gaussien (N (u,0%),0 = p € R) avec 0® > 0 connu, la fonction

pivotale vaut
Ou(6) = Vi (K — 6) ~ N(0, 1).

Par symétrie de la loi normale, on choisit v = «/2 d’ou lintervalle de
confiance centré

B o N — o N
Cp=[Xn— %QI—Q/% X+ %(h_a/z]'

Dans le cas Gaussien multidimensionnel Ng(0,%2),0 € R?) avec ¥? connu,
on a

Qu(0) = [l (X0 = O)I* ~ xG.

Dans un cas multidimensionnel comme celui-ci, on choisit v = 0 de maniére
2

N . s . S, Xi TN L.

a simplifier Uexpression de C, car ¢;~ = q5* = 0, d’ot la région de confiance

centrée en X,,

Co={acR / (X, —a)'S2 Y(X, —a) < g% 1.

Dans le cas Gaussien unidimensionnel (N'(u,0?%),0 = (u,0* € R) avec o* >
0 connu, on peut aussi utiliser la fonction pivotale

n(X, —a)?
mXn—a) ; Loy
o

et choisir, comme la loi x3 n’est pas symétrique par rapport a son axe modal,
[intervalle de confiance

. 2 - o 2 — g 2
Cn = {a €0 /n(X, _a)z < UQQi(ia} = [Xn_ % Y Qician‘i’% Y Qi<ia]‘

Cet intervalle de confiance étant centré en X, et de taille 1 — o, c’est le
méme que celui précédemment obtenu. On peut effectivement vérifier que

2
N _ ] 2 _ 2
a2 =\ ila car N7 = xi.
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~ Soit le modéle exponentiel (£(0),0 > 0) alors Y =2X60 ~ x3. D’ou

i=1

Pour n grand (n > 50), comme Yo", N? ~ x3, avec N; ~ N(0,1), Uap-

proximation normale pour la somme partielle a lieu

Xgn é N(2n,4n).

Lorsque ’approrimation normale a lieu, la loi est quasi-symétrique par rap-
port a l’axe modal car toute loi normale est symétrique par rapport a [’aze
modal. On choisit donc v = «/2 et comme

Py(qn < 200X, < g% )=1-—
G(qa/Z = 2n n — qlfa/2) o

et on en déduit [intervalle de confiance de taille 1 — « :

X3 X
qa?? 02 /2
onX, ’ onX,

Dans le cas Gaussien unidimensionnel (N (p,0?),0 = (u,0?) € R x R%) on
peut utiliser la fonction pivotale de Student

V(X — p)

ol t,_1 estla loi de Student a n—1 degrés de liberté. Comme la loi de Student
est symétrique par rapport a son axe modal, on a une RC de taille 1 — «

C _ 7 _ \% S’I%/ tn—1 7 + \% S?%/ tn—1 X R*
n — n \/ﬁ qlfoz/Q’ n \/ﬁ qlfa/Z +*

Cette RC est d’aire infini mais I’IC correspondant sur p de niveau 1—« est de
longueur fini. Elle donne donc un encadrement précis du paramétre p inconnu
ceci indépendamment de la valeur de o*. On parle d’IC sur j avec o
de taille 1 — «.

~tn_1

meconnu

7.3 Régions de confiance asymptotiques

Il n’est pas toujours possible de construire une région de confiance de taille fixé
lorsqu’aucune fonction pivotale n’est pas connue.
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Exemple 7.3.1 Soit le modele (Py,0 = Ey(X) € R) avec 0> > 0 connu. Alors
Vno Y X, — 0) n'est pas une fonction pivotale car la forme de Py n’étant pas
spécifiée on ne connait pas la loi de X,,.

On utilise alors une fonction pivotale asymptotique :

Définition 7.3.1 La fonction aléatoire Q,(0) € R du paramétre § dont on veut
déterminer une région de confiance est une fonction pivotale asymptotique si c’est
une fonction de 6 dont la loi limite ne dépend pas du parametre inconnu 6 € O,

i.e. Qn(0) L5 Y oulaloi de Y est connue.

Exemple 7.3.2 Soit le modeéle (Pp,0 = Eo(X) € R) avec Varg(X) = o > 0
connu. Alors /no™(X,, — 0) est une fonction pivotale asymptotique de loi limite

N(0,1) d’apres le TCL.

En suivant le schéma de construction de la section précédente, on obtient alors des
régions de confiances de taille asymptotique 1 — « :

Définition 7.3.2 La statistique C,, est une RC de niveau (taille) asymptotique
1 — a pour 0 lorsque
lim Pyl e C,) < (=) 1—a, pourtout € 6.

n—o0

Exemple 7.3.3 Soit le modele (Py,0 = E¢(X) € R) avec Varg(X) = 0% > 0
connu. Alors \/no~ (X, — 0) est une fonction pivotale asymptotique de loi limite
N(0,1) d’apres le TCL. On en déduit C,, l'intervalle de confiance centré en X, de
taille asymptotique 1 — « de la forme

v 9 N ' 9 N
Cn =[Xn— ﬁCIka/zaXn + ﬁ‘hfam]-

7.4 Fonctions pivotales asymptotiques usuelles
Dans un modeéle paramétriques (P, ©) 'existence d’une fonction pivotale asymp-
totiques découle de 'existence d’un estimateur 7;, asymptotiquement normal.

Théoréme 7.4.1 Soit un modéle paramétrique (Py,©) pour lequel il existe un
estimateur asymptotiquement normal

VT, — 0) -5 Ny(0,,V(0))  Voe©

ou V(0) est la variance asymptotique lorsque Xy, ..., X, ~ Py. On suppose connue
la fonction V' continue de © dans l’ensemble des matrices d x d symétrique définie
positive. Alors

n(T, —0)"VHONT, —0) et  n(T,— 0"V HT)T,—0)

sont des fonctions pivotales réelles pour 6 de loi limite une x3.



7.4. FONCTIONS PIVOTALES ASYMPTOTIQUES USUELLES 7

Démonstration : Une application du théoréme de Cochrane nous montre que la
loi limite de n(T;, — )TV =XO)(T,, — 0) = ||[v/nV~Y2(0)(T,, — 0)||? est une x3 qui
ne dépend pas de 6. Pour la seconde qui vaut /n||V=Y2(T,)(T,, — )|, il suffit
de remarquer que 7, 4 9 comme tout estimateur asymptotiquement normal et
done V(T},) -2 V(0) par continuité. Ainsi V-12(T,) - V=1/2(6) et on conclut
en utilisant Slutsky que la loi limite de /n||V=Y2(T,)(T;, — 0)||? est une x3. O

Remarque 26 La seconde fonction pivotale asymptotique /n||V=Y2(T,) (T, —
0)||? est toujours inversible en 0. Elle est plus souvent utile que /n||V='2(0)(T, —
0)||*> qui n’est valable que lorsque la fonction V de © dans ’ensemble des matrices
d x d symétrique définie positive est inversible (en tant que fonction et non en tant
que matrice).

Définition 7.4.1 La fonction pivotale asymptotique de Wald vaut
PY(0) = n(0, — 0)T1(0,)(0, — 0) = (0, — 0)"1,(6,) (8, — 0).
Une application du théoréme 7.4.1 fournit la loi limite de Q! (0) :

Corollaire 7.4.1 Si le modeéle (Py,©) est régulier et identifiable et la REV 0,
unique & partir d’un certain rang alors la loi limite de QY (0) est une x% ou d est
la dimension de 0, i.e. © C R%.

Démonstration : On applique le théoréme 7.4.1 en remarquant que les hypo-
theses de régularité du modéle assure que 'information de Fisher soit une fonction
continue. O

A partir de cette fonction pivotale asymptotique, il est facile de construire des
régions de confiance de taille asymptotique 1 — .

Exemple 7.4.1 Soit le modele Gaussien (N (u,0%),0 = (u,0%) € R x R*) alors
Vunique REV vaut 60, = (X, S2) et UVinformation de Fisher vaut

La fonction pivotale asymptotique de Wald vaut donc
w - (Yn - M)Q (STQL B 02>2
Qo =n(Sgt Gt

Ainsi, la région de confiance de taille asymptotique 1 — « est fournie par

{(a:,y) cR?/ (an_z ) (%E;?)y?) - qlsa}.

C’est intérieur d’une ellipse dans le plan, centrée en (X, S2).
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Troisiéme partie

Tests d’hypothéses
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Chapitre 8

Introduction aux tests
paramétriques

8.1 Problématique de test

Soit un modéle paramétrique (Fp, ©) ou le paramétre 6 est inconnu. Le sta-
tisticien ne cherche pas directement a inférer la valeur # mais plutét de savoir si
0 appartient a un ensemble de paramétres Oy C © : l'objectif d'un test est de
décider si 0 € ©g, ou pas.

Exemple 8.1.1 Une des premiéres applications de la théorie des tests était liée
av, probleme malitaire de détection de la présence d’un missile a ['arde d’un radar.
L’écho d’un radar est "grand"” si un missile est présent et il est "petit” dans le cas
contraire. Supposons qu’on observe un échantillon (Xy,...,X,) d’échos de radar
aux instants successifs 1,...,n. Le caractére aléatoire de ces échos est lié aux effets
de bruit de propagation d’ondes, des erreurs de mesure, etc... On se place dans le
cadre d’un modéle paramétrique o (Xi,...,X,) est issu d’un modéle Py avec 6
inconnu et soit ©g l’ensemble des parametres correspondant a un écho suffisamment
"grand". Le probléme est alors de décider a partir de [’échantillon si oui ou non
0 € O, i.e. si oui ou non un missile est présent.

8.1.1 Premiéres définitions

Soit Oy C O et ©1 = O\ Oy (alors Oy et ©; forment une partition de 6). On
utilise I’écriture symbolique suivante pour définir le probléme de test

Hy: 0€0, Hy: 006

ou Hj est I’hypothése nulle et H; ’hypothése alternative. Chacune de ces hypo-
théses peut étre de deux natures :
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Définition 8.1.1 Pour i = 0 ou = 1 si H; correspond a un ensemble ©; réduit
a un singleton {0;} alors U’hypothése H; est dite simple. Dans le cas contraire,
U’hypotheése est composite.

Etant donné I’hypothése nulle Hy : 6 € ©y construire une procédure de test
revient a construire a partir de I’échantillon (X7, ..., X,) une régle de décision ¢,
qui indique si oui ou non Hj est vérifiée. Formellement, on a la définition

Définition 8.1.2 Un test simple est une fonction mesurable ¢, : X™ — {0,1} qui
ne dépend pas de 0. On accepte 'hypothése nulle Hy lorsque ¢, = 0 et on la rejette
lorsque ¢, = 1, 1.e. on accepte [’hypothése alternative H.

Un test randomisé est une fonction mesurable ¢, : X™ — [0,1] qui ne dépend
pas de 0. Lorsque ¢, € {0,1}, les régles de décision sont les mémes que pour les
tests (si ¢, = 0 on accepte l’hypothese nulle, si ¢, = 1 on la rejette). Lorsque
on €]0, 1], on rejette U’hypothése nulle avec la probabilité ¢, et on l'accepte donc
avec probabilité 1 — ¢,,.

Un test simple ¢,, est une v.a. ne prenant que 2 valeurs, 0 ou 1, c’est donc une va-
riable de Bernoulli. On appelle zone de rejet du test 'ensemble R, = {¢, (X1, ..., X)) =
1}, i.e. la zone des observations qui conduisent a rejeter ’hypothése nulle. Evidem-
ment, construire un test simple est équivalent a donner une zone de rejet R, car
alors le test s’écrit de maniére unique ¢,,(Xy,...,X,) = 1g, (X1,..., X,).

Remarque 27 Par définition d’une statistique exhaustive T,,, elle contient toute
Uinformation de I’échantillon pour inférer 8. On recherche donc une zone de rejet
R sous la forme R ={T, € C,} pour un ensemble C,, a déterminer.

8.1.2 Risques des tests

Ayant construit un test, on prend la décision d’accepter ou non Hy & partir de
I'échantillon observé (X7,...,X,,). Il y a 4 possibilités :

— On accepte a raison Hy, i.e. ¢, (X1,...,X,) =0 et 0 € Oy,

— On rejette a raison Hy, i.e. ¢,(X1,...,X,) =1et 0 € Oy,

— On rejette a tort Hy, i.e. ¢,(X1,..., X,) =1 et 6 € O,

— On accepte a tort Hy, i.e. ¢,(Xq,...,X,) =0¢et 0 € Oy.
On parlera dans les 2 derniers cas d’erreurs de tests lié au fait qu’on prend une
décision sur le parameétre 6 inconnu & partir des observations (Xi,. .., X,,) unique-
ment. Rejeter a tort Hy correspond a 'erreur de premier espéce et accepter a tort
Hy l'erreur de second espéce.

Le but du statisticien est de construire un test qui conduit a une erreur dans
le moins de cas possibles.
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Définition 8.1.3
~ Le risque de premicre espéce d’un test ¢, vaut supgee, Eo(¢n).
— La fonction puissance d’un test est la fonction m : © — [0,1] définie par la
relation w(0) = Eg(¢,) pour tout 6 € O1.
— Le risque de seconde espéce d’un test ¢, vaut supyeg, 1 — m(0).
— La puissance d’un test ¢, est la fonction w(0) restreinte a l’ensemble ©.

Remarque 28 Dans le cas d’un test simple ¢, = 1g, alors le risque de premiére
espéce est la plus grande probabilité de rejeter a tort (commettre une erreur de
premiere espéce), i.e. SUpyeg, Po(Ry) = supy, Py("On rejette Hy"). Le risque de
seconde espéce est la plus grande probabilité d’accepter a tort (commettre une erreur
de seconde espéce), i.e. supyeg, 1 — Py(Ry,) = supy, Py("On accepte Hy").

Le but du statisticien est donc de construire un test dont les risques de premiére
et seconde espéce sont les plus faibles possibles (ou de maniére équivalente un test
dont le risque de premiére espéce est faible et la puissance est forte).

8.1.3 Approche de Neyman et niveau d’un test

Réduire le risque de premiére espéce conduit malheureusement souvent a aug-
menter le risque de seconde espéce. Ainsi, le test ¢, = 1y qui accepte toujours H,
ne commet jamais d’erreur de premiére espéce car il ne rejette jamais. Par contre,
sa fonction puissance 7 est nulle sur ©; et donc son risque de seconde espéce vaut
1 : quand I'hypothése alternative H; est satisfaite, on commet une erreur de se-
conde espéce systématique en acceptant H.

Le principe de Neyman est de se fixer un seuil de tolérance sur le risque de
premiére espéce appelé niveau :

Définition 8.1.4 On dit qu’un test ¢, est de niveau o € [0,1] si son risque de
premicre espece est inférieur ou égal a «, i.e. Supgee, Eo(¢n) < a. Le test ¢, est
de taille o si son risque de premiere espece est égal @ o, i.e. Supgee, Eo(¢n) = a.
On note alors R, («) la zone de rejet du test simple ¢,, de taille « :

¢n = 1p,(a) & sup Py(Rn()) = «
[ASICH)

Parmi les tests d’un niveau « fixé il faut ensuite choisir celui qui a la plus grande
puissance 7, i.e. le plus petit risque de second espéce.

Définition 8.1.5 Soit o € [0,1] et doit un test ¢, de niveau «. Le test ¢, est
sans biais si w(0) > « pour tout 6 € O4. I est uniformément plus puissant (UPP)
si pour tout test ¢, de niveau « et de puissance © on a w(0) > 7'(6) pour tout

0 O.
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Le principe de Neyman est de trouver un test UPP pour un niveau « qui est fixé
par le statisticien.

Exemple 8.1.2 On reprend l’exemple des missiles ot on suppose que ’écho d’un
radar suit le modéle Gaussien (N'(0,1),6 € R). On veut tester si il y a un missile
ou non soit

Hy: "Iy aun missile”: 0 > 6 Hy: "Il n’y a pas de missile”: 6 < 0"

ot 0* est connu avec un niveau de 5%. Les deuz hypotheses sont composites. On
sait que X,, est une statistique eshaustive pour 0 (c’est aussi UEMYV sans biais de
variance minimale). On construit un test simple dont la zone de rejet est R, =
{X, < C} ot C est une constante a déterminer. Comme X,, ~ N(6,n71), on
calcule :

Py(R) =Py(X,, < C) =Py(0 + N/vn < C) = &(v/n(C — 0))

ot N ~ N(0,1) et ® est la fonction de répartition associée. Pour que le test
¢n =1z, <y €st un niveau a = 0.05, il faut donc la relation

sup ®(v/n(C — 6)) < 0.05.
[ASCH

Comme toute fonction de répartition, ® est croissante donc de maniére équivalente

sup vVn(C — 0) < ghos & Vn(C —0") < —1.64 & C < 0" — 1.64/v/n.
0>6*

Parmi tous les tests ¢, = 1z, ¢y de niveau 0.05 (qui vérifient C' < 0* —1.64//n)
on va choisir celui qui est le plus puissant. On calcule la fonction puissance w(0) =
Py(R) = ®(/n(C —0)) qui est croissante avec C. Donc le test qui a la plus grande
puissance parmi les tests de la forme ¢, = Lix, <oy est celui qui est associé a la
plus grande valeur de C' qui assure un niveau 0.05 soit

On = 1{Yn<9*—1.64/\/ﬁ}~

8.1.4 p-valeur

En pratique, accepter ou rejeter 'hypothése nulle n’a que peu de valeur scien-
tifique : il suffit de baisser la valeur du niveau o jusqu’a accepter le test (le seul
test de risque de premier espéce égal a 0 est le test ¢ = 0 qui accepte toujours
I'hypothése nulle!). D’ou la définition suivante
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Définition 8.1.6 La p-valeur d’une famille de tests de zones de rejet R,(«), 0 <

a < 1, est le plus petit niveau o pour lequel on rejette Hy, i.e si (xq, ..., x,) est une
réalisation de (X1, ... X,) alors la p-valeur vaut o = inf{a €]0,1] / (x1,...,2,) €
Ry(a)}.

La p-valeur (p-value en anglais) est fournie en sortie des procédures de tests dans
le logiciel R.

Remarque 29

1. Si la p-valeur est plus petite que 1%, on rejette Hy pour tous les niveaux de
tests "classiques” (en général v est choisi parmi 1, 5 ou 10%). Si la p-valeur
est comprise entre 1% et 5% on a tendance a rejeter Hy, si elle est entre
5% et 10%, on rejette Hy prudemment. Dans tous ces cas, on dit que le test
est significatif car il permet de prendre une décision (rejeter Hy) avec une
grande probabilité que Hy soit vérifiée.

2. On a tendance a accepter Hy si la p-valeur est supérieure a 10%. Mais alors
Hy n’est pas forcément vérifiée avec grande probabilité : il peut y avoir des
"faux positifs" c’est a dire des cas ot on accepte Hy alors que Hy est véri-
fiée. La p-valeur (risque de premiére espéce) ne suffit pas pour prendre une
décision vraie avec grande probabilité lorsque celle-ci est grande (supérieur
10%). On dit alors qu’on accepte Hy mais que le test n’est pas significatif.
Le calcul du risque de second espéce (ou de la puissance) nous permet de
quantifier cette erreur de second espece.

8.1.5 Dualité entre régions de confiance et tests

Il existe une dualité entre régions de confiance et tests. Elle permet de construire
facilement des tests d’un niveau donné a partir des régions de confiance classiques.
Par contre elle ne donne aucun renseignement sur la puissance du test (ni son
risque de seconde espéce).

On rappelle qu'une région de confiance C),, de niveau 1 — « est définie par la
relation

Py0eC,)>1-—a, Vo € O.
Soit alors le probléme de test hypothése simple-hypothése composite de la forme
Hy: 6=46, Hy: 0+#6,
pour 0y € © connu.

Proposition 8.1.1 Le test simple ¢, associé a la zone de rejet R, = {0y ¢ C,}
est un test de niveau .
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Démonstration : 1l suffit de calculer le risque de premiére espéce

Gsu@p Py(Oy ¢ C,,) = Py, (0 ¢ Cp) =1— Py, (0 € Cp) <
€090

par définition de la région de confiance. O

Exemple 8.1.3 Soit le modéle Gaussien (N'(6,02),0 € R) avec 0® > 0 connu,
alors on a l'intervalle de confiance de taille 1 — «

s 0 N ~ 9 N
Cn = |:Xn - ﬁqlfa/%X” + %Cha/2:| ’

On en déduit tmmédiatement un test ¢, de niveau o pour le probleme hypothése
simple-hypothése composite

H()Z 9:00 H11 97&90

de zone de rejet

— o
{!Xn — 0| > %q{\[—a/Q} :

On peut généraliser le probléme de test & celui de (6;)ier = (6o,)icr contre (6;);er #
(Bo.i)ier ot (0;)icr est un ensemble de coordonnées de 6. Pour cela on utilise une
RC pour (6;);cr avec les paramétres (6;);¢; inconnus.

Exemple 8.1.4 Soit le modele Gaussien (N'(0,0%),0 = (u,0%) € R) x R%. avec le
probléme de test portant uniquement sur = 6, de la forme

Hy: p=po et Hy:  p# po.
Remarquons qu’on peut réécrire le probléeme de test sous la forme
HO: GZIU()XRj_ et Hli Q#MOXRj—

C’est donc un test hypothése nulle composite contre hypothése alternative compo-
site. Un test est construit a partir de 'IC de taille 1 — o pour pu avec 0y = o>
inconnu de la forme

Cn=

. 52/ . SQ/
Xn _ —ann—l X —ann—l .

\/ﬁ l1-a/27* 7 + \/ﬁ 1—a/2

On en déduit le test ¢, de niveau o déterminé par la zone de rejet

v S’I?L/ Tn—l
{an_eol > \/ﬁ ql—a/2}‘

On parle alors du test de Student.
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8.2 Tests asymptotiques

Tout comme pour les régions de confiance, il n’est pas toujours possible de
construire un test de taille @ donné. On fait alors appel a "'asymptotique.

8.2.1 Niveau asymptotique

Définition 8.2.1 Soit o € [0,1], la suite de test (¢,,) est de niveau (taille) asymp-
totique o st
VO € ©p, lim sup Py(¢p, =1) < (=) a.

n—oo

La suite de test (¢n,) est convergente si sa puissance asymptotique vaut 1 :
VO € ©, lim Py(¢,=1)=1.
n—oo

La p-valeur asymptotique d’une famille de tests de zones de rejet R,(«), 0 < a < 1,
est le plus petit niveau asymptotique o pour lequel on rejette Hy.

Asymptotiquement, il n’y a pas de tests plus puissants qu'un test convergent.

Exemple 8.2.1 Soit le modele (Py,0 = Eo(X) € R) avec le probleme de test
Hy: 0 =10y contre Hy : 0 # 6.
— Si Vare(X) = o? est connu, alors on est dans un cas d’hypothése nulle
simple, on peut utiliser la dualité entre tests et régions de confiance. On a
_ o — o
Cn = [Xn - _q{v—a/Q’ X+ _q{V—a/Q]

Vi Vi

qui est de taille asymptotique 1 —a donc la suite des tests ¢, de zone de rejet

R, = {|vnX, — 6| > UCI{V—a/2}

est de niwveau asymptotique ov. La puissance de ce test converge vers 1 pour
tout 0 € 0, :

Py (\/ﬁ|7n — G| > O'Q{V_Q/Q) — 1,

car la LFGN implique que X, — 0y Lp— Oy # 0. Donc la suite de tests est
convergente.

— Si Vary(X) = o2 est inconnue alors on obtient une suite de tests avec les
mémes propriétés que précédemment en remplacant simplement o par \/S_ﬁ,
un estimateur consistant de la variance.
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Nous allons donner 2 exemples de tests asymptotiques convergents dans le pro-
bléme

Hy: g(0) =0 Hy: g(0) # 0
ot la fonction g : © — RF evec 1 < k < d est connue est satisfait

(HG) La fonction g est contintiment différentiable telle que sa Jacobienne Jyg(6)
soit de plein rang k.

On retrouve les tests a hypothése nulle simple avec k = d et g(0) = 6 — 6,.

8.2.2 Test de Wald

Soit un modele régulier identifiable dans lequel il existe une unique REV 0,.

Le test de Wald est construit a partir de Uefficacité asymptotique de (én) En
effet, en appliquant la §-méthode a g, on trouve

Vi(g(0n) — 9(8)) =5 Ni(Ox, Jog()T~(6) Jog(8)7).

On a donc un estimateur asymptotiquement normal de g(f) et en utilisant le
théoréme 7.4.1 on trouve que

n(g(0n) — g(0)T (Jog(0) 7 (0n) Jog(0n)") " (9(0r) — 9(6)) —= X3

Sous Hy, comme g() = 0 on en déduit alors que

¢V = ng(0,)" (Jog(0n) T (0,) Jog(0,)T) " g(0,) = X3,

ot ! est appelé la statistique de Wald. Ce résultat asymptotique nous permet de
construire une suite de tests de niveau asymptotique « :

Théoréme 8.2.1 Soit un modele régulier identifiable dans lequel il existe une
unique REV 0,,, alors la suite de tests (¢,) de zone de rejet

2
Rn = {C:V > quEa
est de niveau asymptotique o et convergente.

Démonstration : Par construction la suite (¢,) est de niveau asymptotique 1 — «.
Nous montrons que sous H; on a ¢V Ly oo ce qui implique que lim Py(¢Y >

2
qi(fa) =1 V0 € O, et donc que le test et convergent.
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Soit V(0) = Jag(0)I~'(0)Jog(0)" la variance asymptotique de g(f,). Alors on
peut écrire

CZV = ng(én)TV_l(én)g(én) =Tip+Ton+T5,

avec

Ty = ng(0)" V= (0n)g(0),  To = n(g(0n) = 9(0))" V" (0)(9(6r) — 9(0)),
Ty = 20(g(6,) — 9(6))"V ™" (6.)9(6).

Comme g¢(0,,) est asymptotiquement normal pour g(@), il est aussi fortement
convergent donc Ty, /Th.n = g(6,) — g(0))" M(0,)g(6,) — g(6)) 2% 0 car la ma-
trice k x k M(0,) € R¥ converge p.s. par continuité vers M(#) < co. De méme,
Ty /Tim = (9(0,) — g(0)TK(6,) £ 0 car le vecteur K(6,) € R¥ converge p.s.
par continuité vers K (f) < oco. En réécrivant ¢}V = Ty (1 + Ton/T1n + T30 /T10)
et comme g(0)7V(0,)9(0) £ g(0)TV1(0)g(#) > 0 car g(0) # 0 sous H1 et
V=1(#) > 0, on a finalement que

CW ( ) Ve (é")g<9)<1 + TZ,n/Tl,n + TB,n/Tl,n) ﬁ) o0o.O

8.2.3 Test du score

Le principe du test du score provient de la remarque suivante : pour construire
une suite de tests d’un niveau asymptotique donné, le comportement asymptotique
sous Hy suffit. On va donc se placer dans le modéle contraint (P, ©g) supposer
qu’il existe un unique EMV contraint ég

Remarque 30 Si [’hypothése nulle est simple ©g = {6y} alors nécessairement
92 = 0. St O est un intervalle, ég est l'unique solution du systéme suivant,
appelé UEV contrainte :

Vo H,(02,2%) =0

nr’'n

issu de la dérivation du Lagrangien H,(0,\) = 1,(0) — \Tg(0) ot A € R¥ et §°

vérifie la condition du second ordre.

Comme g(ég) =0 car ég € O on ne peut pas utiliser le méme raisonnement que
pour le test de Wald directement. On rappelle la définition du vecteur score de
I’échantillon

Sn(0) = Vg log(L,(0))

et on définit la statistique du score

¢S = n71S,(00) 17 (69)S,.(69).

Cette statistique ne nécessite que le calcul de 'EMV contraint 92 et on a
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Théoréme 8.2.2 Soit un modele régulier identifiable dans lequel il existe un unique
EMYV contraint 0,,, alors la suite de tests (¢n) de zone de rejet

s X
Rn = {Cn > qlia
est de niveau asymptotique o et convergente.

Démonstration : Pour tout 6 € ©, la loi asymptotique du score vaut :

1
Jn

Donc % (6)~1/25,,(6) converge vers un vecteur gaussien isotrope de R%. On montre

S, (0) =5 Ny (0,1(6))

que —=1 (09)=1/28,(6°) est la projection orthogonale de ce vecteur sur Oy de di-
mens10n k. Donc en appliquant le Théoréme de Cochran on obtient

S (00)1(09) 7 Sa(65)" < 5.
Le niveau asymptotique de la zone de rejet en découle facilement.

Sous (H1), comme 6, est fortement convergent et que 6 ¢ O, on a lim inf ||0, —
0% > ¢ pour ¢ > 0. Comme par définition on a les relations Vi,(6,) = 0 et
nVli,(0) = —S,(6) on obtient

Sn(0) = nHy(1n(07)) (0 — 07) + 0(0r — 07
Le comportement asymptotique de ¢ est donc le méme que
16 — 07) " Ho (1 (07))1(67) " Hy (1(67)) (6 — 67)
et ¢S ~ n(f, —0)TI(6°)(6, —0°) 2% 400 en appliquant la loi forte des grands
nombres uniforme a 0 — S(X;,0) car d’apres (H4) : 1(0°) > 0 pour tout n € N.

On conclut que le test est convergent en suivant le méme raisonnement que pour
le test de Wald. a



Chapitre 9

Test du Rapport de Vraisemblance

9.1 Définition

Dans ce chapitre nous étudions le Test du Rapport de Vraisemblance (TRV)
et ses propriétés (non-)asymptotiques pour la problématique de test Hy : 6 € O
contre H; : 6 € ©1. Pour se faire, on suppose que le modéle paramétrique (Fy, © =
OpUO1) satisfait ’hypothése usuelle (H1) satisfaite : le support de la loi ne dépend
pas de 6.

Définition 9.1.1 On appelle TRV tout test construit a l’aide du rapport de vrai-
semblance (RV) définit en tous points a € Oy et b € O1 par la relation

Ly (b)
Ly, (a)

Remarque 31 Le RV est bien défini car sous (H1) on a L,(a) =0 = L,(b) = 0.

Va,b =

st Lyp(a) #0, Vap =0 sinon.

9.2 Propriétés non asymptotiques

Nous avons vu comment obtenir des tests d’'un niveau donné et des tests d’un
niveau asymptotique donné convergent. Nous allons étudié la construction de tests
d’un niveau donné UPP d’un niveau a donné. Ce probléme complexe n’a pas
toujours de solution, il faut spécifier dans quel problématique de test on se place.

9.2.1 Lemme de Neyman-Pearson

On se place dans un probléme de test hypothése nulle simple ©g = {6y} contre
hypotheése alternative simple ©; = {6,} (par définition © = {6y} U {#,}). Le RV
s’écrit

Voo.0, = Ln(01)/Ln(00)1L,(60)0

91
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Pour cette problématique de test on appelle test du rapport de vraisemblance (abrégé
en TRV) tout test ¢¢ . de la forme

— o =15si L,(61) > CL,(6),

— ¢oe=0si L,(0)) < CL,(6) et

- ¢C,c =C G]O, ]_[ si Ln<01) = CLn(00>
pour C' > 0 et ¢ € [0, 1] a fixer.

Remarque 32 En pratique, on rejettera toujours Hy lorsque 0 est plus vraisem-
blable que 6y, i.e. L,(61) > L,(6p) donc on choisira C > 1.

On a alors le résultat fondamental suivant

Lemme 9.2.1 (Neyman-Person) Soit a €|0,1] alors il existe des constantes
C,c telles que le TRV ¢ soit de taille o et ce test est alors UPP de niveau «.

Démonstration : On calcule le risque de premier espéce du TRV randomisé Eg, (¢¢.c)-
On considére F' la fonction de répartition de la variable aléatoire positive L,,(61)/ L, (6o)
sous Hy et on note C' son quantile d’ordre 1 — a. On distingue deux cas :
— Soit Py, (Ly(61) = CL,(6y)) = 0 et on considére le TRV simple ¢¢cp. On a
directement Eg, (¢co) = Poy(pco=1)=1—-F(C) = a.
— Soit Py, (L (01) = CL,(0y)) > 0 et on considére le TRV randomisé ¢¢ . avec
c vérifiant
. a+ F(C)—-1
Py (La(01) = OLo(00)

On a bien ¢ > 0 car F(C') > 1 — « par définition et

Eg,(0c.c) = Po,(dco = 1) + cPyy(dco = )
a+ F(C)—-1
Py (Ln(01) = CLy(6h))

=1-F(C)+ Py, (Ln(01) = CL,(0p)) = «
On montre maintenant que ¢¢ . est UPP. Soit ¢ un test de niveau «, i.e. tel que
Eg,(¢) < o, on montre que Ey, (¢c. — ¢) > 0, i.e. que la puissance de ¢ est plus
faible que celle du TRV ¢¢ .. Notons que

A =Ky, (¢cc — @) — CEgy (pce — @) = (Ln(61)/Ln(bo) — C)Eg, (pcc — @) -

Si ¢ce(x) = 0 alors par définition L, (01)/Ln(0y) — C < 0 et ¢pc(z) — ¢ < 0, et
st ¢rc(z) =1 alors L, (01)/L,(600) — C > 0 et ¢poc(x) — ¢ > 0 car ¢ € [0,1]. Dans
tous les cas A > 0 et le résultat est prouvé. O

Remarque 33 Si le modéle est absolument continu, i.e. admet une densité par
rapport a la mesure de Lebesque, alors le TRV simple ¢ de taille o est UPP.
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Exemple 9.2.1
— Cas du modele gaussien (N(0,1),0 € R) alors

Ln(0) = (2m) ™% exp <—% Z(Xl - 9)2> :

=1

Pour simplifier on passe au logarithme (croissant) car (H1) est vérifiée et on
obtient

Ln(el

) _ - Mg g2
log 755 = (6 QO);Xz 5 (01 = 07).

Si 0, > 0y, c’est une fonction croissante de X, = %Z?:1 X; et on rejette
Uhypothése nulle 0 = 0y dés que X, > C. On choisit alors C = 0y+qY ,/\/n
afin que le risque de premier espéce soit égal a o et un test UPP est donné
par la zone de rejet

711 > ‘90 + Q{V,a/\/ﬁ.

Si 6y > 01, on trouve un test UPP avec la zone de rejet

Xn<90—qiv_a/\/ﬁ.

— Cas du modéle de Bernoulli (B(0),0 < 0 < 1), si on pose T, = X;+---+ X,
la statistique exhaustive alors

Lo(0))  (1—=6:\" (6, /1—0,\""

L(6o) <1—90) <9_0/1 —90> '
C’est une fonction croissante de T, lorsque 6, > 0y, donc la zone de rejet
est de la forme T,, > k. Comme T, ~ B(n,0) discréte a valeur entiére,
le TRV ¢c. peut étre randomisé avec C qui est le plus petit entier tel que
a=P,(T,<C)>1-aetc=(a—a)/Py,(T,=C). C’est le test UPP de
niveau o.

9.2.2 Rapport de vraisemblance monotone

Nous avons obtenu dans la section précédente des tests UPP, i.e. préférables a
tous les tests de niveau « dans le cas hypothése simple contre hypothése simple.
Ce cadre théorique n’a que peu de valeurs en pratique car il réduit ’ensemble des
parameétres & © = {0} U{#; }. Nous allons nous placer dans des problémes de tests
hypothése composites contre hypothése composites de la forme Hy : 6 < 6* (ou
6 > 6*) contre Hy : 6 > 0* (ou 6 < #*). On définit
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Définition 9.2.1 Le modéle est a rapport de vraisemblance monotone en une sta-
tistique T,, € R (RVM en T,,) lorsque V,;, est une fonction croissante de T,,, i.e. il
existe une fonction V' croissante en sa premiére variable telle qu’on ait

Vap =V (1, a,b) Ya € O, b€ Oy.

On définit le test randomisé ¢ (appelé aussi TRV) de la forme
— ¢cc = 1 lorsque T;, > C,
— ¢c.c = 0 lorsque T;, < C,
— ¢o(z) = clorsque T,, = C

pour C' € R et ¢ € [0, 1].

Remarque 34 Si T, est une v.a. absolument continue alors Py(T, = C) =0 et
on considere les tests simples ¢co = 11, >c.

Théoréme 9.2.1 (Karlin-Rubin) Soit un modéle paramétrique a RVM en T,
((H1) satisfaite) et soit le niveau o €]0, 1] alors il existe des constantes C, ¢ telles
que o = supgeg, Eg(dc,c) et le TRV ¢ est UPP de niveau o.

La preuve de ce théoréme est de méme nature que celle du lemme 9.2.1.

Exemple 9.2.2 Reprenons l’exemple de la détection des missiles. Nous avions vu
que le test

On = 1{Yn<9*—1.64/\/ﬁ}
était plus puissant que les tests de la forme ¢n = 1z, <oy Il est en fait UPP de
niveau o car le modéle est & RVM en T,, = —X,, car

Vo = exp((b — a)nX,, — n/2(b* — a?)), b—a<0.

Le test ¢y, est de la forme d’un TRV ¢¢ . et son risque de premiere espece supgee, Eo(¢n)
est égal a .

Voici un autre exemple de probléme de test ot un test UPP existe. Soit le
probléme de la forme ©y = {# € O] 0 < 0; ou 6 > 05} pour 0; < O et ©1 =01, 6]
On définit alors

Exemple 9.2.3 On définit le modéle exponentiel généralisé (Py,©® C R) de la
forme

f(x,0) = c(0)h(x) exp (a(0)T (x))

pour des fonctions h > 0, ¢ € R, T € R non constant et 0 — «(0) une fonction
strictement croissante.
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Théoréme 9.2.2 (Lehmann) Dans le modeéle exponentiel généralisé, si on note
T, = > T(X;) alors un test UPP de niveau « est défini par ¢ = 1 pour T, €
lt1,tal, & = 0 pour T,, & [t1,ts], et ¢ = ¢; pour T,, = t; lorsque i = 1,2. Les
constantes t;, ¢; vérifient les relations By, (¢) = o pour i = 1, 2.

Exemple 9.2.4 Soit le cas Gaussien (N'(0,1),R) avec ©g = {0 € ©]0 < 0, ou 0 >
02} pour 01 < Oy et ©1 =|01,0-[. Alors le test de zone de rejet {|X — (01 +6,) /2| <
(02 — 01)/2 4+ p1-a/2/\/n} est UPP de niveau c.

Il n’existe pas d’autre exemple de probléme de test pour lesquels un test UPP d'un
niveau donné existe.

Exemple 9.2.5 [l existe un test de méme nature défini par ¢ = 1 pour T,, ¢
[t1,t2], & = 0 pour T, €lty,ts], et ¢ = ¢; pour T,, = t; lorsque i = 1,2 (et de
niveau exactement o) pour le test bilatére d’hypothése Hy : 0 € [0y, 6] contre Hy :
0 ¢ (01,05 (en particulier Hy : 0 = 6* contre Hy : 6 #+ 6*).

Attention, ce test n’est pas UPP de niveau «. Il n’est plus puissant que parmsi les
tests sans biais de niveau c.

9.3 TRV : cas général

On se place désormais dans un modéle régulier (P, ©) identifiable et dans la
problématique de test général Hy : 6 € Oy contre Hy : 0 € ©;. Le but de cette
section est de construire un test du rapport de vraisemblance dans ce contexte
général. On pose

su L,(0
V= peee—l()' (9.1)
SUPgee, Ln(0)
Définition 9.3.1 Le TRV simple consiste a rejeter [’hypothése nulle Hy pour des
grandes valeurs de V', i.e. R, ={V > C}.

Ce test coincide avec le TRV ¢¢ dans les cas d’hypothéses simple, de rapports
de vraisemblance monotones ou de modéles exponentiels généralisés. On sait donc
qu’il est UPP dans de nombreux cas.

Un tel test est difficile & mettre en place en général car la loi de V' est inconnue.
On considére plutot :

Proposition 9.3.1 On suppose qu’il existe un unique EMV én pour le modéle
(Py,©) et un unique EMV contraint 6° pour le modéle contraint (Py, ©g). Le TRV
simple ¢c,, dans le probleme Hy : 0 € ©¢ contre Hy : 0 € ©1 a pour zone de rejet

R, BV >, avee IV =2n(1,(6°) —1,(0,)) et C > 0.
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Démonstration : On remarque que le test ¢ = 1y~ de taille a est équivalent a
¢ = 1y~ de taille a avec

SUPgcg Ln(e) _ Ln<én)
SUPgeo, L”(0> Ln<é2) .

V' =

Comme BV = 2log V' = 2n(1,(6°) — 1,(6,)) avec x — 2log(z) croissante le fait
de rejeter Hy lorsque V' est trop grand revient a rejeter Hy lorsque 2log(V”’) est
trop grand et on obtient 1'équivalence de ¢’ et de ¢¢p,. O

On sait donc que le TRV simple ¢, ¢ est UPP dans les problémes a hypothéses
simples, de RVM ou de modéles exponentiels généralisés. De plus il est optimal
asymptotiquement pour le probléme de test Hy : g(0) = 0 contre Hy : g(0) # 0
avec g : © — RF qui satisfait 'hypothése (HG) (donc k > d). Plus précisément on
a le résultat suivant :

2
Proposition 9.3.2 Si on choisit C = q*, alors la suite des TRV (¢cp) est de
niveau asymptotique o et convergente. On appelle ces tests les TRV asymptotiques.

Démonstration : On rappelle la normalité asymptotique du vecteur score obtenu
sous H, équivaut a

n(0, = 09)1(0)(0n — 07) = 3.
On effectue alors un développement de Taylor d’ordre 2 de ln(ég) au point 0, et
on obtient, en remarquant que Vyl,,(6,) =0

~

G = 2n(1u(6)) — 1n(6)) = 20(0), — 0..) 5

ou @, est un point entre 6° et ,. Par la LFGN (uniforme) on sait que ||[Hygl, —
I|lg 2% 0 ot || - ||x est la norme uniforme sur un compact au voisinage de 6,
comme ég et 6, sont tous les 2 fortement convergents vers #, ils appartiennent a K
A partir d’un certain rang, d’ou ,, appartient aussi a K pour n suffisamment grand
et Hyl, (6,) — I(6°) 2% 0. On conclut par le théoréme de Slutsky que ¢EV £, Xz
et ainsi que la suite (¢¢r ) est bien de niveau asymptotique a.

On montre que la suite est convergente de la méme maniére que pour le test
du score. a

Il n’est pas toujours facile de déterminer la loi de ¢ et on peut alors faire
appel a I'asymptotique. Une autre méthode possible est de trouver une statistique
T,, plus simple telle que ¢V > C & T, > (', i.e. telle que ¢ = ¢(T;,) avec ¢
strictement croissante puis de raisonner directement sur la loi de T,.
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Exemple 9.3.1 On consideére le modele gaussien (N (p,0?), (u,0?) € R x R%) et
on cherche a tester I’hypothése nulle composite p = gy contre l’hypothése alterna-
tive composite p # g avec g connu. On sait que

1 1 < )
Ly(0) = mexp <—ﬁ > (Xi—p) )

=1

admet une unique REV 0, = (X, S%) qui vérifie les conditions du second ordre.
Comme O est un intervalle ouvert, c’est l'unique EMYV.
Le modele contraint (N (p,0?),0 = {po} x R%) admet lui aussi un unique EMV

é?l = (o, (X — H0)2n> car

0 < 11 n
wizllog f(Xi,0) = 3 (F Z(Xz — juo)? — F) :

i=1

On obtient apres calcul que ¢V = nlog ((X - ,uo)zn/Sg) En remarquant qu’on

peut décomposer la variance empirique comme

1 —
Sfb = o Z(Xz - N0)2 — (X — ,uo)2

i=1
on obtient directement
7n — Mo 2
Cfv :nlog <1+(T) .

n

On en déduit la zone de rejet de niveau asymptotique o de la forme
2 Yn — 2
{Cfv > Qi(ia} & {’S—M > \/GXP(CIi(ia/n) - 1} :

On remarque que dans ce cadre gaussien on connait la loi de | X, — jo|/Sy : @ une
transformation croissante prés c’est un loi de Student a n — 1 degrés de liberté.
On peut ainsi construire un zone de rejet de niveau (non asymptotique) a pour le
TRV différente de la précédente :

_ A/ S2
X0 — o] > =" 0
n_l 1 a/2

On retrouve le test de Student qui est donc un TRV préférable au TRV asymptotique
car son risque de premier espeéce est exactement . En utilisant [’approrimation
normale sur la loi du x? on vérifie bien que les 2 tests coincident asymptotiquement.
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Chapitre 10

Tests du y?

Dans ce chapitre on présente succinctement différents tests fondés sur la sta-
tistique du 2.
10.1 Tests du y? non paramétriques

On se place dans le cadre du modéle qualitatif & N classes décrit par une va-
riable qualitative X qui prend des valeurs {1,..., N} et de loi P telle que

P(X=k =p, kell,... N}

Le modeéle est dit non paramétrique car la loi P n’appartient pas nécessairement
a une loi classique. On sait seulement que le vecteur p = (py,...,py) décrit com-
plétement la loi de X et il vérifie 0 < p, < 1 et fo:l pe = 1.

Exemple 10.1.1 Soit Y un e.a. de Y de loi P inconnue quelconque. Le statisti-
cien peut toujours se ramener au cadre précédent en se fizant un entier N et une
partition de Y a N éléments : {Axh1<k<n. On considére alors la variable discréte
X qui vaut k lorsque Y € Ay. Alors par définition p, = P'(Y € Ay).

10.1.1 Test d’adéquation du y? a une loi

Soit (X7, ..., X,,) un échantillon issu du modéle qualitatif a d classes caractérisé
par p = (p1,...,pn). On veut savoir si cette échantillon est en adéquation avec
le modéle qualitatif & N classes caractérisé par q = (qi,...,qn), q étant connu

(par exemple q peut correspondre au modeéle binomial B(N, ) avec € connu). On
a donc la problématique de test suivante

Hy: p=q contre Hi: p#q.
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Définition 10.1.1 Pour l'adéquation & une loi, on appelle statistique du x* et on
note X2 la v.a.

N
92721 :nz pkn Qk
k=1

0t Py est la fréquence empirique P, = n~ Y i 1:(X;).

Remarquons que X2 ne dépend que des observations et de q connus par le statis-
ticien. Remarquons aussi que sous Hy, la fréquence empirique py,, est la moyenne
empirique des (1x(X;)) ~ B(qx) car pr, = gx. On admettra le résultat suivant

Proposition 10.1.1 Sous Hy, la statistique du xo vérifie le résultat asymptotique
9 L
Xo = Xn-1-

On en déduit une suite de tests ¢,, de niveau asymptotique o et convergent de zone
de rejet

Rn - {Xn > Qi(Nal} .

Exemple 10.1.2 Dans sa célébre expérience, Mendel a étudié [’hérédité de 4 classes
distinctes de pois notées 1,...,4. Selon que les génes correspondants soient domi-

nants ou récessifs, il obtient théoriquement une répartition (9/16,3/16,3/16,1/16).

Il veut tester avec un niveau d’erreur de 5% la validité de sa théorie génétique sur

556 observations ou les effectifs de classes sont (315,101, 108,32). On est dans le

cadre d’un test d’adéquation & une loi décrite par q = (9/16,3/16,3/16,1/16). On

calcule la statistique X2 correspondante et on obtient

315 9 101 3 108 3 32 1
22 = 556 <(ﬁ —16) | (s —36)” | (55 —16) | (56— E)Q) 047

16 16 16 16

2
que [’on compare a qO ‘95 = 0,7815. Puisque < qf)%g) il valide sa théorie génétique
avec un risque de premzére espece asymptotique de 5%. On calcule la p-valeur
asymptotique de ce test, c’est a dire le plus petit niveau de risque asymptotique «
2

pour lequel on rejette Hy. Comme on rejette Hy lorsque 0,47 > ¢1°, il suffit de
trowver le plus petit o vérifiant la relation o > 1 — F(0,47), F étant ici la fonction
de répartition d’une x3. La p-valeur vaut donc 1—F(0,47) = 0,93 donc on accepte
Hy mais le test n’est pas significatif. On sait que le test est convergent donc que sa
puissance tend vers 1 (son risque de second espéce tend vers 0). 1l faudrait calculer
la puissance de ce test pour n = 556 fixé pour accepter significativement Hy mais
la loi sous Hy n’est pas spécifiée.
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10.1.2 Test d’adéquation du x> & un modéle

On se place toujours dans le cadre non paramétrique ou (Xi,...,X,) est un
échantillon issu du modéle qualitatif & N classes caractérisé par p = (p1,...,pn).
On veut tester si I’échantillon appartient & un modeéle paramétrique (FPp, ©) a N
classes décrit par p(f) = (p1(0),...,pn(0)). On est dans la problématique de test
suivante

Hy: 30 €0 /p=p() contre Hy : Y0ec0O /p#p(b).

Contrairement au cas précédent, sous I’hypothése nulle le modéle dépend d’un pa-
rameétre inconnu @ (par exemple q peut correspondre au modéle binomial B(N, 6)
avec 0 < ¢ < 1 inconnu).

On rappelle que pour construire un test d’'un niveau (asymptotique) o donné,
il suffit de se placer sous I’hypothése nulle Hy, i.e. dans le modéle paramétrique
(P, ©) ici. Sous Hy, on sait donc estimer le paramétre inconnu 6. On suppose
pour simplifier le propos que (Fp, ©) est un modéle régulier et identifiable et qu'il
existe une unique REV én On sait que én est un "bon" estimateur : elle est
asymptotiquement efficace et si elle est sans biais elle est de variance minimale
(dans un modéle de la famille exponentielle). On peut ainsi raisonnablement se

A

ramener au test d’adéquation a la loi q = p(6,) :

Définition 10.1.2 Pour l’adéquation & un modeéle, on appelle statistique du x? et
on note X2 la v.a.

N ~

D n - en 2

2=y (rn = Pr(00))*
k=1 pk(en)

On rappelle que dans un modéle paramétrique © C R?. On a alors la proposition
suivante admise

Proposition 10.1.2 Si d < N — 1 et si la fonction 0 — p(0) est différentiable
alors sous Hy la statistique du xo vérifie le résultat asymptotique

~2 L 2
Xn — XN-d—1-

On en déduit une suite de tests ¢, de niveau asymptotique o et convergent de zone
de rejet
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